Uvod
1.1. Nahodny vybér, historie matematické statistiky

Hlavnim tkolem matematické statistiky je zpracovat a vyhodnotit data z nadhodného
vybéru. Tato data samoziejmé vykazuji ndhodnou variabilitu a to i v pripadé dat porizenych
v pfipraveném pokusu se stalou kontrolou experimentalnich podminek. Obecné 1ze povazovat
vysledky méreni — experimentalni data — za realizaci ndhodné veliciny.

Napft. zivotnost akumulatoru anebo doba do dalsi poruchy prvniho bloku jaderné elek-
trarny Temelin je ndhodnd veli¢ina. Podobné cas hofeni svicky anebo doba zivota tsporné
zérovky je ndhodné velicina. Uvadi-li vyrobce Zivotnost 50 hodin resp. 10 000 hodin, nelze
samoziejmé ocekavat, ze svicka resp. zarovka bude svitit pfesné po tuto dobu. Udévané hod-
noty ale byly nejspise zméreny na omezeném poctu vzorkl a jsou tedy ve své podstaté pozo-
rovanymi hodnotami ndhodné veli¢iny. Zkousky Zivotnosti se samoziejmé neprovadi proto,
aby se ziskaly idaje pro nékolik vybranych vyrobkt, ale aby se ziskaly informace o celé sérii
vyrobkil. Tyto zkousky mohou byt také provadény pro posouzeni alternativnich technologii.
A v téchto situacich vznika problém matematicko-statistického rozboru dat.

Ulohy z matematické statistiky maji z logického hlediska ve srovnani s tilohami z po¢tu
pravdépodobnosti zcela opacny charakter. Pro tlohy z poc¢tu pravdépodobnosti je typické
pfi znalosti modelu chovani ndhodné veli¢iny (zdkona rozdéleni) usuzovat na pravdépodob-
nost uréitého projevu chovani v konkrétni situaci (vysledku ndhodného pokusu) a jde tedy
v zasadé o deduktivni myslenkovy pochod. Naproti tomu v matematické statistice se usuzuje
z konkrétnich vysledkii (ndhodného vybéru) na obecny model chovani ndhodné veliciny (cha-
rakteristiky rozdéleni); jde o induktivni myslenkovy pochod a mluvime o statistické indukci.

Zakladni typy statistické indukce — bodovy odhad, interval spolehlivosti, testovani sta-
tistickych hypotéz — budou predmétem naseho studia.

Cilem statistickych vypoct je vyuziti poc¢tu pravdépodobnosti k ohodnoceni presnosti a
spolehlivosti ziskanych vysledkii, napt. ke stanoveni hranic, které chyba vysledku s vysokou
pravdépodobnosti nepiekroci, k vypoctu rizika, ze chyba bude vétsi nez urcita ptripustna
mez, k vypoctu rizika, zZe rozhodnuti u¢inéné na zakladé vysledki experimentu bude chybné,
atd. K tloham matematické statistiky dale patii i stanoveni poc¢tu pozorovani potiebného
k tomu, aby zminéné rizika chyb byla udrzena na pfijatelné trovni.

To co déla teorii matematické statistiky obtiZnou jsou tuvahy zalozené na induktivnim
mysleni. Pro mnoho studentti je tato inference pfijatelna az po obrovském studijnim tsili a
proto také casto studia statistiky zanechavaji. Cilem této prace je zejména piiblizit mate-
matickou statistiku kazdému laskavému ¢tenari, pomoci ziskat nadhled a usnadnit mu blizsi

Nepostradatelnym néastrojem pfi zpracovani experimentalnich dat je teorie pravdépodob-
nosti. Ke studiu matematické statisticky je nutna znalost teorie pravdépodobnosti, zejména
distribuc¢ni funkce, jednotliva rozdéleni nahodné velic¢iny, atd.

S prikladem jednoduchého statistického uvazovani se miizeme setkat v detektivnim ro-
méanu Felidae od autora Akifa Pirincci. Detektiv kocour Francis je svédkem vrazd v okoli.
M4 k dispozici seznam elektronicky evidovanych pfislusnikt jeho druhu a zjistuje pfiblizné
¢islo 800 zmizelych. Odhaduje, ze 250 se odstéhovalo a 100 se odebralo na vé¢nost v disledku
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stafim podminéné slabosti ¢i nemoci. Pocet 100 odhadne z primérné délky zivota devéet az
patnact let. Kradeze Cistokrevnych zvitat nebo obéti dopravnich nehod odhadne velkoryse
na deset procent. Dochazi k zavéru, ze u 350 z 800 zmizelych nebylo zavrazdéno. A pocita
na str. 181 dal.

Pokud kat provozoval své femeslo s neménnou pravidelnosti, znamena to,
ze rofné poslal do véénych lovist 64,28, mésicné 5,35 a tydné 1,33 felidae.
Z pohledu statistiky kazdych pét dni jednoho z nas poslal predstoupit pred
Stvoritele. Tyto tvahy se vsak rozchéazely s realitou poslednich dvou az
t11 tydnt. I kdybychom vzali v itvahu urcité neptesnosti, zdalo se, ze vrah
momentalné Fadi s témeér dvojnasobnou razanci a v intervalu dvou az tii
dnii.
Zde by se samoziejmé nabizelo modelovat pocet nevysvétlenych zmizeni Poissonovym
rozdélenim. Lehce mtzeme spocitat pravdépodobnost deseti zmizelych za posledni mésic
P(X =10) = 285267535 — 0,0251.

1.2. Historie matematické statistiky

Dtivodit pro relativné podzdni vznik statistiky je jesté vice nez u poc¢tu pravdépodobnosti.

,Dobry kiestan by si mél dat pozor na matematiky a vSechny ty, ktefi marné vésti. Vzdy
existuje nebezpedi, Ze matematici uzavieli smlouvu s dablem, aby ocernili ducha a spoutali
¢loveéka do okovi pekla.“ Sv. Augustyn.

Vznik matematické statistiky je izce spjat s nahromadénim mnozstvi dat v oblasti ast-
ronomie a demografickych vyzkumi v 18. stoleti.

K autori, kteri stali u zrodu matematické statistiky patii

— Arbuthnott, ktery v roce 1712 zkouma jaka je pravdépodobnost, Ze se v Londyné
béhem 82 po sobé nasledujicich rokid narodi vice chlapcii nez divek.

— James Bernoulli, kterému posmrtné vychazi v roce 1713 spis Ars Conjectandi.
V préaci chybi posledni kapitola, ale z textu predchozich se lze domnivat, Ze se
v ni chtél zabyvat statistikou.

— Danuel Bernoulli, ktery v roce 1735 zkouméa drahu 24 komet.

— Thobias Mayer, ktery v roce 1750 vytvari metodu primeért pro feseni soustav rovnic
a metodu lunarnich vzdalenosti pro urcovani zemépisné polohy na zakladé polohy
Meésice.

— Johann Heinrich Lambert, ktery v roce 1772 vydava spis Remarks about morta-
lity, death lists, births and marriges. Navrhuje také jeden z prvnich algoritmt pro
aproximaci dat primkou.

V publikacich o matematické statistice jsou zminovany tzv. tii revoluce, kterym se bu-
deme vénovat podrobnéji v dalsich kapitolach.

Prvni revoluce je spojena se jménem Laplace, ktery v roce 1774 navrhuje metodu nejme-
nsich absolutnich odchylek.

Druhou revoluci pfinasi do statistiky metoda nejmensich ¢tvercli pro aproximaci dat
kterou pouzije Gauss v roce 1809. Takika soucasné tuto metodu vytvari Legendre a Adrain.

Za treti revoluci je povazovan Fishertv test, zalozeny na y-kvadratu, z roku 1922.

Ke vzniku prvni a druhé revoluce prispivaji data z oblasti méfeni Zemé a z astrono-
mickych méfeni. Treti revoluce je jiz spjata se studiemi z rtiznych oblasti lidské ¢innosti.
Napt. William Sealy Gosset (autor Studentova rozdéleni, 1935) zpracovava data v pivovaru
Guinnes s cilem vyrobit co nejlahodnéjsi napoj.
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1.3. Cile popisné statistiky a jeji historie

Informace obsazené ve velkém poctu dat se jevi lidskému pozorovateli jako nepiehledné.
Proto se popisna statistika snazi tuto informaci zhustit do snadnéji vnimatelné formy rtznych
tabulek, grafti, ¢iselnych a funkcionalnich charakteristik.

W.S. Jevons”) komentuje své ¢asové diagramy, v nichz sleduje zmény cen zakladnich i
méné béznych produkti v zavislosti na ,komercénich boufich“ typu objeveni australského
zlata v roce 1849 takto: ,Jejich smyslem neni ani odkaz ke konkrétnim c¢islim, ktera lze 1épe
zjistit z odpovidajicich tabulek, jako pfedvést ocim obecné vysledky vyplyvajici z velkého
mnozstvi Cislic, jez nemohou byt zachyceny jinak nez graficky. Mé diagramy ukazuji i ty
nejmensi detaily tabulek, ale pfedci i vypocty stiednich hodnot, protoze oko ¢i mysl samy
zaznamenaji obecny trend ciselnych souborti. Pouze tato reprezentace muze byt zédkladem
politicko-ekonomickych debat a ptresto vétsina statistickych zdivodnéni zavisi na par ¢islech
vice ¢i méné nahodné vybranych.

Zakladni myslenky popisné statistiky sice ke svému vyjadieni pouzivaji jen elementarnich
matematickych prostfedkt, ale jsou na jedné strané vychodiskem k poznani hromadnych jevi
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a v matematické statistice.

1.3.1. Mapy a diagramy

Prvni mapy a diagramy se statistickymi tidaji se objevuji v 17. stoleti, k rozmachu sta-
tistické grafiky dochazi az koncem 18. stoleti a je dilem francouzskych stavebnich inzenyr
okolo Gasparda Monge. Grafika nachazi uplatnéni ve spolecenskych studiich, v epidemiolo-
gii, v biologii a grafy se za¢inaji objevovat i ve Skolnich ucebnicich. Samotné slovo graf je
pomérné nové — objevilo se az v koncem 19. stoleti — predtim se pouzivalo prevazné slov
mapa a diagram.

Pro zajimavost se podivame na prvni mapu, ktera vznikla 6200 pt. Kr. Nachazi se v muzeu
ve mésté Konya v Turecku a jde ¢ast fresky nalezené v Catal Hiiyiiku.

Zpracovani velkého poctu dat si vyzadala Ptolemaiova mapa svéta z roku 150, ktera
vychazi z Poseidoniova méfeni délky poledniku.

“JR. D. Block (edit.) Papers and correspondence of William Stanley Jevons, vols. 1-7, Macmillan, London
1972-1981, vol. 2, 450. Dopis R. Huttonovi z 1. 9. 1862.
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Za prvni pseudo-sloupcovy graf lze povazovat nacértky Nicole Oresme (biskup z Lisieus,
1323-1382), které znazornuji zmény magnitude.
ki o, paokie
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Graf zavislosti vzdalenosti na rychlosti znazortiuje v 15. stoleti Nicolas Cusa (1401-1464).
Vénuje se mu také Leonardo da Vinci a Galileo, jehoz studii drahy kulicky se budeme vénovat
v jedné z nasledujicich kapitol.

V r. 1533 znaronuje belgican Regnier Gemma-Frisius (1508-1555) zptisob jak pomoci
triangulace zjistit polohu pomoci méfeni hla.

Triangulation

DE REQIPHVM ET LOCO-
¥
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Dalsim vyvojovym momentem je zakreslovani doplnujicich charakteristik; E. Halley roku
1701 publikuje mapu se zakreslenymi isogonalami spojujicimi mista se stejnou magnetickou
deklinaci.
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Tim zac¢ina obor tématické kartografie, v niz jsou do map vedle izemniho ¢lenéni zanasena
data vztahujici se k obyvatelstvu, obchodu, dopravé i k historickym udélostem.

Na jejim pocatku jsou mapy analfabetismu ve Francii (P. Ch. F. Dupin: Carte de la France
eclairée et de la France obscure, 1819) a v Anglii (J. Fletcher: Distribution of ignorance in
England, 1834) zaloZené na prizkumu matrik (zdznamy stiatk analfabet maji znacky misto
podpisit).

Ztejmé sem patii také slavny plan Londyna vytvoreny Johnem Snowem v roce 1854 za
ucelem objasnéni pric¢iny cholerové epidemie. Zakreslenim poloh studni a bydlisf nemocnych
se podarilo lokalizovat nakazenou studnu a zjistit zptusob Siteni nakazy, ktery do té doby
nebyl bezpecné znam.

s DEATHS FROM
CHOLERA.

Prvenstvi v mapovani Sifeni epidemie vSak patii Valentinu Seamanovi, ktery publikoval
podobnou mapu jako J. Snow v souvislosti s epidemii zluté horecky v New Yorku v roce 1795
a nékolik map vyskytu cholery bylo publikovano v Anglii jiz v prvni poloviné 19. stoleti.
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Neprekonanym vrcholem co do emocionalni ptisobnosti je ,nejslavnéjsi“ mapa vsech dob,
Napoleonovo tazeni na Moskvu Charlese Josepha Minarda z roku 1869.
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V soucasné dobé jsou nejbéznéjsim produktem tématické kartografie mapy zachycujici
okamzity stav pocasi, publikované v dennim tisku a v televizi.
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1.3.2. Pocdtky statistické grafiky

Statisticka grafika prezentuje nejriiznéjsi data v zavislosti na zvoleném parametru, jimz
byvéa velmi Casto ¢as. Samotné slovo graf do angli¢tiny zavedl J. J. Sylvester v roce 1878
v souvislosti s konstatovanim podobnosti mezi schématy molekularnich vazeb a grafickou
reprezentaci algebraickych invariant. Zhruba v téze dobé definuje graf Charles S. Peirce
jako ,plosny diagram sestavajici z bodu ¢i jejich ekvivalentti a jejich spojnice na omezené
plose“. Potieba takové definice ukazuje, do jaké miry byly grafy jesté koncem XIX. stoleti
malo béznym informac¢nim prostiredkem.

Jejich pocatecni rozvoj byl do znacné miry ovlivnén, ne-li podminén, nékolika vynalezy
umoznujicimi grafické zaznamenavani kontinualné probihajicich fyzikalnich procesti. Prvnim
z nich je Christopherem Wrenem vynalezeny zapisovac¢ pocasi (weather-clock) zaznamenava-
jici teplotu a smér vétru v polarnich soutradnicich, dalsim Wattv indikator tlaku v parnim
stroji.

Za zakladatele statistické grafiky je obecné povazovan William Playfaire. Ve svych grafi-
kéch, které nazyval ,,éarovou aritmetikou“ (lineal arithmetics), vyuzival pfevazné kartézské
souradné soustavy, v niz znazornoval zavislosti jedné i vice zvolenych veli¢in na vybraném
parametru, jimz byl neziidka cas.

Meél vsak radu predchidct. Prvnim z nich je Michael F. van Langren publikujici v roce
1644 srovnani rozdilti zemépisnych délek Rima a Toleda. Udaj zndmy v jeho soucasnosti je
srovnan s vesmeés pozitivné vychylenymi odhady ziskanymi z rtiznych historickych map.
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Udaj znamy v jeho soucasnosti (v obrazku oznacen ipkou) je srovnan s vesmés pozitivné
vychylenymi odhady ziskanymi z rtiznych historickych map. A pravé timto grafem se zabyva
v romanu Ostrov véerejstho dne Umberto Eco.

A tento rukopis obsahuje zpravu néjakého Vlama, ktery se opravdu vyzna,
protoze upozornuje Spané€lského krale, ze nikdy nedoslo ke shodé pii sta-
noveni vzdalenosti z Rima do Toleda per los errores tan enormes, come
se conoce per esta linea, que muestra la differencia de las distances, a tak
dale. Umistime-li prvni polednik do Toleda (Spanélé se povazuji za pupek
svéta), pak podle Kremera by Rim byl o dvaadvacet, podle Regiomontana
neboli Mullera malem o pétadvacet, podle Clavia o sedmadvacet a podle
vynikajicitho Ptolemaia o dvacet osm a podle Origana o tficet stupnd dale
na vychod. A k takovéto hromadé chyb doslo pouze pii méfeni vzdalenosti
mezi Rimem a Toledem.

Odhadneme-li stfedni hodnotu aritmetickym primérem, dostavame

— 22425427+ 28+30

X = =264°.
5 )

Disperzi odhadneme veli¢inou

ot

-1

2

— 1
s = (X; — X)* = 1372 = (3,05°)2 .
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i=1
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Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu je

~ Stn— —a ~ Stn— —a
(X— 1,1-/2 X + 1,1 /2)7

Voo vn
pro a = 0,05 dostavame
3,51 - 2,57 3,51 - 2,57
) ) ’2674 + ) )
Vb Vb

Skutecna hodnota ale je pouze 16°, Eco se tak miize nasim odhadtim vysmivat, stejné jako
se vysmiva kartograftim, kdyz pise: ,,Mél-li jeden z nich pravdu, ostatni se zmilili o vzdalenost
mezi Londynem a Zemi kralovny ze Saby.“

To je samoziejmé nadsdzka. Polozme si ale otédzku, zda tuto nadsazku (chyba méfeni je
vétsi nebo rovna rozdilu zemépisnych délek mezi Londynem a Saidskou Arébii, t.j. 30°) jsme
schopni odhalit pomoci nerovnosti pouzivanych v matematické statistice.

(26,4 — ) = (22,9;29,9) .

1. Cebysevova nerovnost

[\

o
P(X —pl>e) < —
€
nam, pouzijeme-li odhad disperze S?, urci

3,05
P(|X — p| > 30) < = = 10,0034
(1X = ul = 30) < S = 0,0034,

coz je pravdépodobnost mala ale nikoliv zanedbatelna.
2. Markovova nerovnost

P(x>e) <t
€
nam, pouzijeme-li odhad stfedni hodnoty X, uré
26,4
P(X > 264+ 30) < —— = 0,468
(X 2264 430) < 56,4 T

coz je az neuveritelné velka pravdépodobnost.

S uvedenymi nerovnostmi tedy nadsidzku Umberta Eca odhalit mizeme, i kdyz nékteré
ziskané odhady pravdépodbnosti mohou vzbudit posméch. Je dilezité si uvédomit, ze uve-
dené nerovnosti jsou velmi hrubé.

Samoziejmé mizeme (za predpokladu normality mé¥eni kartografl) uréit pravdépodob-
nost mnohem presnéji. Pouzijeme-li uréené vybérové momenty, dostavame s vyuzitim statis-
tickych tabulek

30 1 (-5
P(X>30)=1—-Fx(30)=1-— / e 2 =1-0,99865 = 0,00135,

z——oc0 V2TS

coz ¢ini nas jev velmi nepravdépodobnym.

Diilezitym cilem v matematické statistice je ziskat nevychyleny odhad. Bohuzel zkonstru-
ovany odhad vychazi z ndhodného vybéru, ktery je zatiZzen systematickou chybou. Vsichni
jmenovani kartografové pti vytvareni svych map vychazeli z Ptolemaiovy mapy. Pritom je
dilezité védét, ze Ptolemaius prii konstrukci mapy uvazoval o tfetinu mensi obvod Zemé nez
je ve skutecnost. Tento omyl je skutecnou pri¢inou vychyleni citovanych méreni vzdalenosti
mezi Toledem a Rimem. Mé&feni kartograffi sice byla nezavisla ale vychylena (biasovana).

Pripomenme si nyni definici nestranného odhadu, biasu a nejlepsiho nestranného odhadu.
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Vybérova funkce T'= T'(Xy, ..., X,,) se nazyva:
— nestranny (nevychyleny) odhad parametrické funkce 7(0), jestlize plati

Ep[T(X)] = 7(0), V0

Rozdil
b(0) = Ep[T'(X)] — 7(0)

se nazyva bias (vychyleni) odhadu T'(X)
— stejnomérné nejlepsi nestranny parametrické funkce 7(6), je-li T'(X) nestranny odhad
7(X) a plati

vg,r[T(X)] < Vg,r[T*(X)],VQ
kde T*(X) je libovolny jiny nestranny odhad 7(0), tj. T(X) méa mezi vSemi nestrannymi
odhady 7(#) nejmensi rozptyl.

V nasem piipadé tedy bias je 16° — 26,4° = —10,4°.

Pti ¢teni této publikace se predpoklada znalost pravdépodobnosti a matematické statis-
tiky v rozsahu bakalaiského studia. Pokud ¢tenai pojmtim na predchazejicich dvou stranam
nerozumél, je tfeba, aby si zakladni kurz dostudoval.

Dal§im zndmym rannym grafem je Zivotopisna mapa (Chart of Biography, 1765), jejiz
autorem je neobycejné plodny vynalezce, védec, teolog a politik Joseph Priestley. Opét se
jedna v podstaté o jednorozmérny diagram prezentujici zivotni rozpéti 2000 vyznamnych
osobnosti zijicich v letech 1200 pt. Kr. az 1750.
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Priestley na ¢tyrech strankach komentare presvédcuje c¢tenare, Ze toto znazornéni casu
je mozné a ucelné. Zatimco dnes je tento pristup povazovan za zcela pfirozeny, v poloviné
XVIII. stoleti tomu bylo jinak. Kartézské souradnice byly obecné prijaty jako systém vhodny
pro zndzornéni prostoru, v némz existuje pozorovatelny materidlni svét (nezavedl je vSak
Descartes, ale Leonardo da Vinci kolem roku 1500 pro analyzu rychlosti padani objekti).
Historicky cas vSak byl povazovan za jev subjektivni, vazany na schopnost mysleni a sam
Descartes zdtraznoval ,nezbytnost tuplného abstrahovani od analogii s hmotou pii studiu
zékonitosti Mysli“.

Dalsim prikladem je kruhovy diagram rozlohy americkych stati zkonstruovany Willia-
mem Playfairem.
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Jednim z prvnich uzivatel grafického zobrazeni dat byl také alsasky piirodovédec Jo-
hann Heinrich Lambert, jehoz hlavnim zajmem byla fotometrie a fyzikalni ¢i astronomicka
méteni. Byl patrné prvni, kdo vytvoril ,¢iselny graf® vhodnym rozmisténim ¢iselnych hodnot
v roviné.
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S dalsim propagatorem grafickych metod se vraci problematika socialnich a politickych
véd. August Friedrich Wilhelm Crome byl profesorem politickych véd v Gielenu a je znamy
jednak svymi knihami (napf. Uber die Grofie und Bevolkerung der europiischen Staaten
z roku 1785), jednak fadou pamflett, v nichz vedl vasnivé politické diskuse a své nézory
casto dokazoval graficky zpracovanymi statistickymi tdaji. Pomoci diagrami riznych typt
porovnaval situaci v jednotlivych statech, napt. velikost statt znazornuje pomoci pravidel-
nych obrazcu (Ctverct, obdélnikd ¢ kruht) o plochach Gmérnych rozloham stati, takze
opticky dojem neni zkreslen komplikovanym priibéhem hranic.
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Autorem prvniho takového grafu byl vSak Charles de Fourcroy; v praci I’Essay d’une
table poléographique z roku 1782 srovnava rozlohy evropskych mést ctvercovym diagramem.
Slavna je také jeho mapa Produkten-Karte von Europa z roku 1782, znazornujici vedle meést
a pristavi také prirodni a priamyslovou produkci v jednotlivych zemich.

TABLEAU POLEOMETRIQUE
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1.3.3. Statisticka grafika v 19. stoleti

Poté, co se grafické zobrazovani zacalo v Sirsi mife pouzivat, vyskytla se potfeba technic-
kych prostiedkt, které by usnadnovaly jeho realizaci a Siteni. V Anglii v roce 1794 zac¢ina Dr.
Buxton vyrabét rastrovany papir, v Némecku v roce 1798 prazsky rodak Aloys Senefelder
vynaléza litografickou techniku pro tisk map a diagramt (své vysledky shrnuje v knize Voll-
standiges Lehrbuch der Steindruckerei, 1818). Ve Francii v roce 1843 Léon Lalanne zacina
pouzivat sférické soutadnice a v roce 1846 zavadi logaritmickou stupnici na obé pravothlé
osy. Semilogaritmickou stupnici pouziva jako prvni pro své diagramy W. S. Jevons v roce
1863.

Playfairovy grafy byly patrné inspiraci pro anglickou statisticku Florence Nightingaleo-
vou. Prihlasila se jako dobrovolna zdravotni sestra v dobé krymské valky, sestavovala ¢asové
tabulky amrti pacientd podle pficin a jimi dokazovala nedostate¢nost nemocni¢ni hygieny
v polnich podminkach. V prvnim provedeni byly pocty tmrti tmérné isektim polomeért vy-
seCi a tedy zkreslené, poté si uvédomila svou chybu a jako prvni zavedla radialni graf. Vedle
podrobné zpravy pro vojenské kruhy vydala stru¢ny souhrn svych vysledkt také jako malou
brozurku (Mortality of the British Army, 1858) s cilem ovlivnit vefejné minéni.

Radialni graf F. Nightingaleové (1858) zndzorniuje pfi¢iny tmrti vojdkt (pocet tmrti je
umérny plose) v krymské vélce (1854-55). Vnitini malé svétlé vysece zachycuji po jednot-
livych mésicich amrti na zranéni, velké svétlé vysece tmrti na nakazlivé choroby vyvolané
nedostatecnou hygienou a vnitini malé tmavé vysece libovolné jiné pric¢iny. Sloupcové dia-
gramy porovnavaji procentudlni imrtnost v riznych vékovych kategoriich (horni diagram) a
podle pfi¢in (spodni diagram) u béznych anglickych muzii a u vojaka (vzdy spodni sloupec
v paru).
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At jiz jeji grafické zpracovéani presvédcilo veleni armady ¢i vefejnost, kterd uplatnila svij
vliv, hygiené v nemocnicich zacala byt vénovana podstatné vétsi pozornost, a to nejen v ar-
madé. Po navratu do Anglie méla F. Nightingaleova zna¢ny (idajné dodnes pretrvavajici)
podil na celkovém zlepSeni nemocnicni péce, jiz vénovala veskerou svou pozornost po zby-
tek zivota. Jeji radidlni grafy byvaji v literatufe nazyvany kohoutimi hiebinky (coxcombs),
jedna se vSak o jeden z historickych omylii; kohoutim hiebinkem nazvala F. Nightingalova
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v privodnim dopise z 25. 12. 1857 k vyse zminéné brozurce presidentovi Kralovské armadni
komise Sidney Herbertovi praveé tuto brozurku, nikoliv sviij radialni graf.

Od zacatku 19. stoleti se stiediskem vyvoje grafického znazornovani dat stava Francie.
Jejich technické vyuziti a rozvoj jsou svazany s odvozem méstskych odpadki, ktery byl ak-
tualni jiz v 18. stoleti a vynucoval si stale rozsahlejsi stavbu silnic. Maximalni efektivnosti
této problematiky se zabyvaly dva piedni francouzské vzdélavaci tstavy: vojenska Ecole de
v Pafizi zaméfend civilné. Profesorem na prvni skole byl Gaspard Monge, zakladatel deskrip-
tivni geometrie, a pravé z jeho zaka a nasledov- nik se rekrutovali vyznamni propagatori
grafického zobrazovani. Na druhé z uvedenych skol zase vyucoval jiz zminény Ch. J. Mi-
nard. Zamér pokryt celou Francii vyhovujici siti silnic hvézdicovité vychazejicich z Pafize se
stava aktualni kolem roku 1842. Pti jeho realizaci opét prichazi ke slovu graficka kartografie,
zvlasté diky Ch. J. Minardovi, ktery se snazil prosadit decentralizovanéjsi dopravni sit, jejiz
vyhodnost demonstroval ¢arami s tloustkou timérnou prepravnim narokim; tato forma gra-
fického znazornéni vyvrcholila posléze jeho Napoleonovym tazenim. Vystavba dopravni sité
vsak byla svérena centralni statni organizaci Corps des Ponts et Chausées fizené Victorem
Legrandem; jeji charakter vyjadfoval hovorovy nazev ,Legrandova hvézda“ a byla spojena
s obrovskymi presuny pudy diky pfisnym pozadavkiim na po- volené maximalni stoupani a
minimalni polomeéry kfivosti. Jiz v letech 1835 a 1837 byly vypracovany tabulky pro vypocet
nezbytnych presunti zeminy, platily vsak pouze pro jeden pevny profil silni¢niho ulozeni.

Grafické konverze vypocetnich tabulek se ujal Léon Lalanne. Vysel pfi tom z tzv. py-
tagorejské tabulky typu 10 x 10, kterou Louis-Ezechiel Pouchet (v souvislosti se snahami
francouzské vlady prejit na decimalni soustavu jednotek) v roce 1795 doplnil isocarami (hy-
perbolami) zy = 5k, k =1,2,...,19

9 | 18| 27| 36

Tabulka se sice obecné neprosadila, byla vSak pouzivana pro inzenyrské vypocty k pre-
vodu riiznych mér, napi. pti kalibraci dél. Lalanne nejdiive upozornil, ze ¢ary xy = konst.
muzeme chéapat jako ortogondlni projekce car konstantni vysky na 3D plose z = xy a pro
demonstraci této myslenky vytvoril projekci isoterm v 3D grafu typu (mésic x hodina x tep-
lota) s projekei do roviny (mésic x teplota) a fezem rovinou (hodina x teplota) — Mongeova
skola se nedala nezaprit.
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Druhou inovaci bylo zavedeni logaritmickych soufadnic (Pouchetovy hyperboly se pak
staly pfimkami) a v roce 1846 jiz Lalanne publikuje grafickou tabulku s linearnimi zavislostmi
pudnich pfenosti pro dvoukolejnou zeleznici.

Vyvoj dovrsuje v roce 1884 Maurice d’Ocagne vytvofenim nomogramu. Pravouhlé osy
nahrazuje osami rovnobéznymi a vyuziva principu duality z projektivni geometrie, podle
né€jz lze body zobrazit jako primky a pfimky jako body. Soubor primek z Lalanneova grafu
pak prechazi v pfimku jedinou.

TIRAGE DANS LES LOCOMOTIVES TIRAGE OANS LES LOCONDTIVES TIRAGE DAKS LES LOCOMOTIVES.
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Zasluhy L. A. J. Queteleta o rozvoj statistiky v socialni oblasti jsou dostatecné znamé:
jeho nazory jsou rizné vykladany, interpretovany i kritizovany, jeho podil na vzniku statistic-
kych spolecnosti v evropskych statech i v Americe je vSak nesporny, stejné jako inspirativni
vliv na celou fadu statistickych aktivit. Z Queteletovych grafickych praci si vSimneme aspon
jednoho okruhu studii véetné okolnosti, za nichz vznikly.

Sc¢itani lidu je velmi nakladné akce, a kdyz se v porevolu¢ni Francii o ni zacalo uvazovat,
prisel P. S. Laplace s navrhem urcité formy vybérového Setfeni. Doporudil vyuzit presné
vedenych matrik narozenych déti v celé zemi a celkovy pocet obyvatel Np urcit ze vztahu
No = rpNp, kde Np je pocet vSech narozenych déti za néjaké obdobi a rp = ng/np je
peclivé stanoveny pomeér poctu obyvatel a narozenych déti ve vybranych ,reprezentativnich?
oblastech, rovnomeérné rozlozenych po celé plose statu a s pozornosti k jednotlivym skupinam
obyvatel®.
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Quetelet byl nejprve (v roce 1824) naklonén pouziti této metody i v Belgii a Nizozemi,
avsak v roce 1829 podava navrh na kompletni s¢itani. Byl totiz ziejmé ovlivnén pamétnim
spisem, ktery mu poslal baron de Keverberg v roce 1827 a v némz zpochybiiuje moznost
dostatecné vhodného vybéru podoblasti pro odhad poméru rp, protoze relace mezi np a
np zavisi nesnadno definovatelnym zptsobem na mnozstvi lokalnich proménnych. Patrné
inspirovan de Keverbergovym spisem, provedl Quetelet v 19 oblastech Belgie, Holandska a
Lucemburku vlastni vybérové odhady nasledujicich veli¢in: poc¢tu obyvatel no, poctu naroze-
nych déti np, poctu uzavienych manzelstvi ng a poctu timrti n,,, z nichz pro kazdou oblast
odhadl poméry ry, = no/ny, rs = no/ns, rr = np/ns a rp = np/np a oblasti srovnal
za sebou tak, aby rM bylo monotdénni rostouci. Vysledky jsou shrnuty ve znamém Quetele-
tové diagramu, ktery ukazuje pomérné velké rozdily mezi hodnotami pomért v jednotlivych
oblastech a dale naznacuje, Ze mezi nimi je jen stézi néjaka korelace.
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Odtud tedy vyplynula Queteletova ztrata divéry v Laplaceiiv navrh vybérového scitani.
Dalsi Queteletova grafickd prace se vztahuje k jeho koncepci ,,primérného cloveka“, je-
hoz psychické i fyzické vlastnosti maji norméalni rozdéleni (Quetelet vsak pouzival terminy
kiivka moznosti, rozdéleni moznosti, binomicka kiivka). Pfesvédéeni, ze kazdy homogenni
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soubor tdaji musi mit normélni rozdéleni, povazoval Quetelet za feseni de Kevenbergovy
namitky o nemoznosti posoudit, zda data vytvareji homogenni soubor ¢i nikoliv. V fadé praci
srovnaval zjisténa data s normalnim rozd€lenim, jez vSak nepouzival v Gaussové integralnim
tvaru, ale vychazel z binomického rozdéleni Bi(999,1/2).

HWI"

Obecnou popularitu normélniho rozdéleni dokumentuje ¢lanek A. Tylora z roku 1875,
v némz autor povysil kiivku normalniho rozdéleni na universéalni geologicky standard (bino-
mické kiivka nebo-li denudaé¢ni kiivka) tvaru hor. Odchylky od ni jsou néj diikazem lokalni
eroze demonstrované na ptikladu biblické hory Tabor.
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Luigi Perozzo vstoupil do historie grafického zobrazovani prvnim 3D grafem, ktery nazval
stereogramem a jenz vyuziva axonometrického promitani navrzeného Gustavem Zeunerem
v knize Abhandlungen aus der mathematischen Statistik, Leipzig (1969). 3D grafy byly ¢asto
vyuzivany pro znazornéni vicerozmérnych distribu¢nich funkci a hustot pravdépodobnosti.
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W. S. Jevons se v roce 1863 zacal zabyvat problémem kvantitativniho popisu cenovych
zmén vyvolanych udalostmi obecného dosahu, konkrétné napi. objevenim australského a
kalifornského zlata v roce 1849, jez mélo za nasledek dlouhodoby pokles ceny zlata. Ze
sledovanych 118 produktt jich 84 zdrazilo, ostatni zlevnily. VSechny zmény Jevons zanesl do
souborného semilogaritmického grafu a stanovil jejich geometrické prameéry.
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Jevonsiiv semilogaritmicky diagram (1863) cenovych zmén po objevu australského a ka-
lifornského zlata. Vyneseny jsou poméry primérnych cen v objevem zlata ovlivnénych letech
1860 az 1862 k primérnym cendm ve srovnavacim obdobi 1845 az 1850. Na levych dvou
svislych piimkéch jsou vyneseny vSechny hlavni (39 polozek) a vedlejsi (89 polozek) pro-
dukty a vyznaceny jim odpovidajici primérné zmény, dale pramérné relativni zvyseni (cca
11 %) a jemu odpovidajici relativni pokles ceny zlata (cca 9 %). V jednotlivych sloupcich
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jsou vétsinou pribuzné produkty, jako zZelezo, oceli a stiibro, rizné druhy olejii, textilni latky,
obili atd.

Tento typ vypoctu cenovych zmén je od té doby Siroce pouzivan. Nebyl zdaleka prvni,
avsak prosadil se ze dvou divodi. Piredné pro vyrazné asymetrické rozdéleni relativnich
cenovych zmén je geometricky primeér vhodnéjsi, nez do té doby pouzivany primeér aritme-
ticky, jednak se ukézalo, ze je vhodné sledovat velmi Siroky vybér produktii, coz Jevonsovi
predchtidci nedélali. Jevons pro sviij postup mél ovSsem jen intuitivni diivody; zminoval napft.
alternativni moznost sledovat mnozstvi zbozi, které lze po skokové zméné zakoupit za stejnou
cenu, cozby vedlo k priméru harmonickému, a sviij geometricky primér vydaval za stredni
cestu mezi obéma alternativami.

Prvni piktogram znézortiuje Michael George Mulhall (1836-1900).

[ RAiLWaYs.

Na dalsim obrazku vidime piktogram z 20. stoleti.
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Koncem 19. stoleti se zac¢inad rozvijet intenzivni zkoumani v oblasti lékarstvi a biologie
v Anglii, do zna¢né miry spojené s osobou Francise Galtona. Jeho zajem o aplikaci statis-
tickych pristupt véetné jejich grafické prezentace byl zcela mimoradny a vedl ke vzniku tzv.
biometrické skoly, jejimiz predstaviteli vedle Galtona byli Karl Pearson, Francis Weldon,
Udna Yule a samoziejmé Ronald Aylmer Fisher. Grafickd prezentace se v jejich pracich stala
béznym prostredkem do té miry, Ze si dnes bez ni statistiku dovedeme jen stézi predstavit.
Zhruba do konce 19. stoleti je mozné vyvoj grafického zobrazovani alespon v hrubych rysech
sledovat v prispévcich rozsahu srovnatelného s timto textem.

20. stoleti, zejména jeho druha polovina ovlivnéna rozvojem pocitacové techniky a vstu-
pem grafiky do vSech medii, pfedstavuje pravy graficky vybuch. Jeho rozsah lze snad alespon
priblizné ocenit z odhadu E. Tufta, prezentovaného v osmdesatych letech minulého stoleti:
pocet grafil vytvoienych za rok se pohybuje mezi 9- 10! az 2-10'2; pfi poctu lidi v iadu 10*°
pripadéa tedy 100 grafti na osobu za rok. Toto mnozstvi zdaleka neznamena, ze grafy jsou
kvalitni a ze data jsou prezentovana optimalnim zptsobem. Pravé naopak; pfevazna vétsina
grafti ma za kol zaujmout, obratit pozornost k urcité obchodni nebo politické problematice,
yhakazit“ konzumenta nazorem ¢i zamérem svych autord. Soucasna teorie grafického zob-
razovani dava prednost tém nejjednodussim formam snadno desifrovatelné bodové a ¢arové
reprezentace.
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Ze slozitéjsich grafti se podivame na motyli diagram, ktery navrhl v r. 1904 Edward

Walter Maunder (1851-1928) a ktery znazortuje slunecni aktivitu.
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Zobrazit vicerozmérna data se mizeme pokusit pomoci Chernofovych oblicejii.

razku sitka, vyska, tvar tst, oboc¢i a dalsi parametry obli¢eje reprezentuji rtizné
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Jednorozmerny statisticky soubor

Ke zhusténi tdaji o kvantitativnim statistickém znaku (respektive o nespojitém znaku
s velkym poctem variant) mame dvé cesty:

e pres intervalové rozdéleni cetnosti,
e pres konstrukci mér (polohy, variability, Sikmosti a Spicatosti), které mohou byt
zalozeny na tzv. kvantilech.

2.1. Intervalové rozdéleni éetnosti

Na prikladu budeme demonstrovat prvni pristup, ktery ndm umozni zkonstruovat histo-
gram.
Méjme k dispozici jednorozmeérny statisticky soubor s jednim znakem — tdaje o piijmech
51 osob:
6400 7975 8434 9059 9808
9876 10015 10349 10560 10805
10825 10884 10923 11143 11429
12000 12420 12956 13075 13213
13243 13630 13804 13809 13899
14390 14406 14569 14890 14906
14928 15243 15300 15908 15963
16075 16343 16451 16983 17473
17825 17875 17962 18563 19849
20016 20102 20377 22012 22865
25416
Pro déleni n pozorovani do k tiid se doporucuje orientacné vyuzit nékteré z nasledujicich
pravidel:
a) k < 5logn,
b) k ~ \/n,

¢) (Sturgesovo pravidlo) k ~ 1+ 3,3logn.

V nasem piipadé pro n = 51 dostavame

ad a) 5-logh5l =5-1,70757 = 8,5,

ad b) /51 = 7,14,

ad ¢) 1+ 3,3log51 = 6,635.

Varia¢ni obor 19016 = 25416 — 6400 rozdélime na 7 stejnych intervali o délce 19016/7 =
2717 = 2800. Pozor: zaokrouhlujeme vzdy nahoru (laskavy ¢tenar jisté domysli proc)!

Nas statisticky soubor rozdélime do tiid a urcime jejich cetnosti.

21
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stred Cetnost |kumul.Cetnost
C. interval |intervalu|abs.| rel. |abs. rel.
1. 6100-8900 7500 3 10.059| 3 0.059
2. 8900-11700 | 10300 | 12 |0.235| 15| 0.294
3. ||11700-14500{ 13100 | 12 |0.235| 27 | 0.529
4. ||14500-17300] 15900 | 12 ]0.235/ 39 | 0.764
5. [117300-20100{ 18700 | 7 (0.137| 46 | 0.901
6. 20100—-22900| 21500 | 4 |0.079| 50 | 0.980
7. 22900-25700{ 24300 | 1 |0.020{ 51 | 1.000
soucet — — 51 1,000 — —

Na takto zhusténém statistickém souboru budeme demonstrovat uziti nastroji statistické
grafiky:.

Nejprve vykreslime polygon cetnosti.

7500 10300 13100 15900 18700 21500 24300

7500 10300 13100 15900 18700 21500 24300

0.2

0.15]

0.1

0.05]

| | | | |
i I I I I L
4700 7500 10300 13100 15900 18700 21500 24300 27100 4700 7500 10300 13100 15900 18700 21500 24300 27100

2.2. Kvantily

Kvantilem resp. fraktilem (lat. fractus = zlomeny) nazyvame hodnotu kvantitativniho
statistického znaku (nejéastéji spojitého) urcenou tak, Ze hodnoty, které jsou mensi (stejné)
ne7 ona, tvoii uréitou stanovenou ¢ast rozsahu souboru, napi. 1 %, 5 %, 20 %, 25 %, 40 %,
50 %, 95 %.

Prislusné kvantily néjakého kvantitativniho znaku mtzeme znacit o5, T1, T2, T10, T20,
Tas, T40, T50, Tos apod.

e pres intervalové rozdéleni cetnosti,
e pres konstrukci mér (polohy, variability, Sikmosti a Spicatosti), které mohou byt
zalozeny na tzv. kvantilech.

Nejpouzivanéjsi kvantily:
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e 50 — Cleni soubor na dvé stejné velké poloviny, tedy 50%-ni kvantil, nazyva se
medidn neboli prostfedni hodnota (lat. medius = prostiedni)

e kvantily mensi nez I59 se nazyvaji dolni,

e kvantily vétsi nez 5y se nazyvaji horni,

e kvartily (lat. quartus = ¢tvrty),

e decily (lat. decilus = desaty),

e kvintily (lat. quintus = paty),

e percentily, které rozdéluji uspordadanou fadu hodnot znaku na 100 stejné cetnych
casti.

Nalezeni nékterych kvantili v nasich datech

e median je 26. clen fady setfidénych hodnot znaku
e dolni kvartil Z,5 bude ¢len, jehoz poradové cislo je “TH = % =13, coz je 10923,
e horni kvartil Z75 bude ¢len, jehoz poradové &slo je 374+ = 352 = 39, coz je 16983.

Kdyby méla fada 136 ¢lent, pak by ”TH = % = 34,25 a za dolni kvartil by bylo nutné
stanovit nékterou hodnotu lezici mezi hodnotami s poradovym ¢islem 34 a 35.
Nabizi se 2 feseni:
a) prumér 34 a 35 hodnoty.
b) 34. ¢len fady nasobeny 0,75 + 35. ¢len fady nésobeny 0,25.
6400 7975 8434 9059 9808
9876 10015 10349 10560 10805
10825 10884 10923* 11143 11429
12000 12420 12956 13075 13213
13243 13630 13804 13809 13899
14390* 14406 14569 14890 14906
14928 15243 15300 15908 15963
16075 16343 16451 16983* 17473
17825 17875 17962 18563 19849
20016 20102 20377 22012 22865
25416
Nalezeni nékterych kvantilii v nasich datech

e prvni decil ;9 bude hodnota, ktera odpovida prvku s poradovym é&islem %l = 22 —

5,2, ziskdme Zyo = 2059570 — 9842 v

e druhy decil 75y bude hodnota, kterda odpovida prvku s poradovym cislem 2”1—31 =
222 — 10,4, ziskdme Ty = 12552 — 10815

e posledni decil zg9g bude hodnota, ktera odpovida prvku s poradovym c¢islem 9

992 = 46,8, ziskdme gy = 2202 — 20059

Ovéite, 7e isg = 11T14,5, G4 = 13228, ds = 14390, 7go = 15090,5, i79 = 16200,
g0 = 17850

n+l __
10

Obecny vztah pro stanoveni pfiblizné hodnoty kvantilu pomoci interpolace

ii‘i—$d i—id

Ty — g iy — g

kde 7 je relativni kumulativni ¢etnost
x4 je dolni hranice intervalu, x;, je horni hranice intervalu,
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Oznac¢me délku intervalu x;, — x4 jako h a relativni tfidni ¢etnost v procentech i, — iq4
jako 24100 lze piedchozi vztah psat jako

. 1 — g

i = wgp
Napi. medidn 5o = 11700 + 22242800 = 14155,6,
dolni kvartil 25 = 8900 + %755’927800 = 11176,4,
hornf kvartil Z75 = 14500 + ©222800 = 17132,
prvni decil 9 = 8900 + 102;55792’800 = 9387,2.

2.3. Grafy

V popisné statistice se ¢asto pracuje s tzv. krabicovym diagramem (boxplot).

e
4000 !
|
|
3000
<
Z
H 2000
ik <
L T I
1000 : ﬁ |
ol — —
KB Unipetrol Zentiva CEZ

Obréazek: Boxplot
Krabicovy diagram ndm umoznuje posoudit symetrii a variabilitu nami zvolenych dat a
existenci extrémnich hodnot. Vyznam boxplotu objasnime na dalsim obrazku. Nejprve je ale
tfeba zavést nasledujici pojmy:

— dolni vnitini hradba: Zo5 — 1,5R,

— horni vnitini hradba: Z75 + 1,5Ry,

— dolni vnéjsi hradba: Zo5 — 3R,

— horni vnéjsi hradba: Z75 + 3Rg.

— Kvartilové rozpéti je Rg = T75 — Tas.

Symbol kiizku v obrazku oznacuje extrémni hodnoty, které lezi za vnéjsimi hradbami.
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30} + Extrémni hodnota

o5}
. + Odlehld hodnota
=20t
=
=
E=prn e Maximum nebo horni vnitini hradba
L 1
8 ! ) .
Z 10k L Horni kvartil T -5
= ..
g Median
£ el - Dolni kvartil Ty o5

— Minimum nebo dolnf vnitini hradba
B -
+ Odlehld hodnota

Obrazek: Konstrukce boxplotu

Nehodovost v Jihomoravském kraji, rok 2002-2007

150 T T T
o 2002
2002
o 2003
---2003
100~ 2004
-~ -2004
Blansko o 2005
2005
Brno-mésto o 2006
——2006
50 Znojmo 2007
2007
o
vyikoy Brno-venkov
50—
""" Bfeclav
Hodonin
-100(—
50 | | | 1 I
-150 -100 -50 o 50 100

Obrazek: Hvézdicovy diagram
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Popisna statistika
3.1. Momenty

Zatimco kvantily kvantitativniho statistického znaku = jsou vzdy urcité konkrétni jed-
notlivé hodnoty znaku (nebo jen z nékolika blizkych hodnot znaki uréené) jsou momenty
vzdy funkcemi vSech hodnot daného znaku v daném souboru.

Méjme jednorozmérny statisticky soubor o rozsahu n.

k-ty moment kvantitativniho statistického znaku je obecné definovan jako

1 n
aMgk = E Z(IZ - a)k
i

kde
i, 1 =1,2,...,n jsou jednotlivé hodnoty kvantitativniho statistického znaku,
a je néjaka konstanta
k je prirozené ¢islo vyjadrujici stupen momentu
Symbol na levé strané rovnice ¢teme jako k-ty moment z x kolem a.

3.1.1. Obecné momenty

Pro a = 0 dostavame k-t§ moment x kolem nuly (kolem poc¢atku) a moment nazyvame
k-ty obecny moment x

n
oMz = — Z; -

n =

i

Nejpouzivanéjsi je 1. obecny moment, ktery se nazyva sttedni hodnota:

n
12 _
Om%l:— Tr; = XT.
n =
i

Podobné pracujeme s vyssimi obecnymi momenty

n n n

1 2 1 3 1 4

oMg2 = — E Tiy0Mg3 = — E T;y0Mga = — E z;,
1 1 1

atd.

3.1.2. Centralni momenty

Uc¢inime-li aritmeticky pramér poc¢atkem neboli centrem (stfedem) pocitani, dostaneme
k-ty centralni moment.
Do vzorce pro moment dosadime a = 7:

1 n
i

vz

Nejpouzivanéjsi je 2. centralni moment, ktery se nazyva rozptyl a je dan vztahem:

27
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n
(2 (2
n 9 n
sz le —92
g nxr
n n n
S
in
= 274+ 7° =
n

oMg2 — (omx,1)2

Druhy centralni moment tedy lze vyjadrit jako druhy obecny moment zmenseny o ¢tverec
prvniho obecného momentu.

n
T—7=0

Prvni centralni moment je vzdy roven nule.
Treti centralni moment lze vyjadrit pomoci prvnich tii obecnych momenti
n n
1 2 : 3 1 } : 3 2 -2 -3
zMg3 = — (xz - ﬁ) = = (xl — 32,7 + 3x,7° — @ ) =
n 4 n <
7 7
n n n

=" - 3T— 43— - — =
n n n n

3
= 0Maz3 — 30Mz1 - 0Ma2 — 2(0Ms1)

Ctvrty centralni moment lze vyjadiit pomoci prvnich éty¥ obecnych moment

n n

1 1
UV d (zi—7)t = - > (@) — 42T + 6277 — 4T +T) =

= 0Maa — doMa - 0Ma3 + 6(0me1)? - 0Mas — 3(oma1).
3.1.3. Charlieruv test

Pfi ruc¢nich vypoctech dochazelo pfi vypoctu momentt k chybam. Proto se pro kontrolu
vypocti pouzival test Karla Ludwiga Wilhelam Charliera (1861-1934).
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Tato kontrola je zalozena na platnosti vztahu

—sz—i-l Zx + 4— Zx + 6— Zx + 4— sz—i-l—

= 0Mga + 4omg 3 + Gomg o + 4omg + 1.

3.1.4. Uloha

Zvolte data, napt. teplotni fadu nebo hodnoty znecisténi z vybrané meterologické stanice
a urcCete vSechny uvedené momenty.

3.2. Normované momenty

Jednotliva pozorovani (hodnoty) kvantitativniho statistického znaku = u vybérového sou-
boru o rozsahu n, tj. x1, za,...,x, jsou vzdy vyjadfena v n&jakych mérnych jednotkich (v
K¢, kusech, kg, metrech, apod.). Ve stejnych mérnych jednotkéach jsou vyjadieny i odchylky
jednotlivych pozorovani od aritmetického prtiméru, tj. x; — 7, ¢ = 1,2,...,n smérodatnou
odchylkou, ziska se tzv. smérodatnd proménna

T; — X

U; =
Sg

jejiz jednotlivé hodnoty u; jsou ¢isla bez rozméru.

Je mozné uvazovat momenty smérodatné promeénné, které se casto nazyvaji normovanymi
momenty.

Prvni obecny moment smérodatné proménné

n
1 _
omm:—g U = U
n <
i=1

je aritmetickym primérem smérodatné proménné.
Po dosazeni dostavame

n

omul——zxz_x :ns S (@ —7) =0.

=1

Prvni obecny moment smerodatne proménné gmy 1 neboli aritmeticky primér smérodatné
proménné u je tedy roven nule. Z toho plyne, ze obecné momenty smérodatné proménné jsou
zaroven centralnimi momenty této promeénné:

—\k
oMak = — E ul E i — )" =My, -

=1
Druhy moment smérodatné proménné a tedy zaroven i jeji rozptyl je:

1 Z" 1 Z" _ 1 Z" z; — )2
n “ n < n “ S
i=1 i=1 =1 z

11 _
:3_25 ($i—x)2:—82:1.
z i=1
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2

o a tedy i smérodatnd odchylka smérodatné proménné

Rozptyl smérodatné proménné s
jsou rovny jedné.

Tteti normovany moment Tieti normovany moment smérodatné proménné lze vyjadrit
pomoci centralnich momenti ptivodni proménné x takto:

n n n J—
1 ;s 1 a1 (z; —T)?
s = Dl = =00 =
i=1 i=1 i=1 r
n
11 —\3 mI,S

= — (gjz—;p) =

3 _— .
s n i1 Mg 2+/My 2

Ctvrty normovany moment Ctvrty normovany moment smérodatné proménné lze vyja-
dfit pomoci centralnich moment ptivodni proménné x takto:

n

1 ¢ 1 ¢ & (=)
mu’4:E;U?:E;(ui_u)4:ﬁ;%:

n

11 —\4 My 4
=n ;(xz T) = ()

3.2.1. Priklad — domdcnosti a pocet déti

cetnost x;|z7 |z} «F [(z; +1)*
1. 3 9127] 81 256
2. 1 1111 16
3. 1 1111 16
4. 3 9127| 81 256
D. 1 1711 16
6. 1 1111 16
7. 2 41816 81
8. 1 1(1]1 16
9. 0 0/0]0 1
soucet 13 2767|183 674
13
0oMz1 =T = ? = 1,447
27
0oMg2 = 3 = 37007
67
0Myg 3 = 3 =744,
183
0Mga = 7 = 20,33 .

Mo = 3,00 — 1,44* = 0,93,
My3 = 7,44 —3-1,44 -3+ 21,44 = —0,53,
My = 20,33 —4-1,44-744+6-1,44* -3 -3-1,44" =1,90,

—2.53
Mg = = 283,

0,93,/0,93
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1,90
= 2990,
Mud = 4 932

Uzijeme-li Charliertiv test dostavame

—Zmz—l—l Za: + 4— Zx + 6— Zx + 4— ZquLl—

—Omm4+40mx3+60m12+40m1’1+]-

4
6; =2033+4-744+6-3,00+4-1,44+1

74,89 = 74,85.

3.2.2. Vypocet momenti u rozdeéleni cetnosti

U rozdéleni cetnosti kvantitativniho statistického znaku x, kde uvazujeme varianty znaku
xi, 0 =1,2,..., k, které se vyskytuji s ¢etnostmi n;, i = 1,2, ..., k, plati, Ze rozsah souboru
n je roven souctu vsech absolutnich ¢etnosti:

n

Soucty > i, aF, k = 1,2,3,4 jsou u rozdéleni Cetnosti ekvivalentni sou¢tim Z L ahny,
k=1,234.

Proto prvni ¢tyTi obecné momenty budou

k
_ 1
oMg1 =T = — Ty,
n-
i=1
k
1 2
oMg2 = — xT;n;,
n-
=1
k
1 3
0Mg3 = — T, n;,
n-
=1
k
1 4
oMz a4 = — TNy .
n-
=1

3.2.3. Vypocet momenti u intervalového rozdéleni cetnosti

Metoda vhodné zvoleného poc¢atku Pokud budeme pocitat momenty u intervalového roz-
déleni ¢etnosti, je tfeba si uvédomit, ze vypocty prinaseji pouze ptiblizné hodnoty.

Pti vypoctu momentt u intervalového déleni cetnosti miizeme postupovat stejné jako u
rozdéleni ¢etnosti, uvazujeme-li stiedy tridnich intervalii misto jednotlivych variant znak a
tfidni cetnosti misto cetnosti jednotlivych variant.

Vzhledem k tomu, ze stfedy intervaltt mohou byt nékolikaciferna ¢isla, zavadime obvykle
zjednoduseni vypoctu, spocivajici v zavedeni nové proménné v;, 1 = 1,2,...,k, kde k je

pocet intervali,
Ty —a

h
kde z; jsou stfedy intervali, h je délka intervali a kde a je libovolna konstanta (pfedbézny
pramér, vhodné zvoleny pocatek).

i=1,2,... .k,

v =
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Metoda vhodné zvoleného pocatku
Po zavedeni pomocné proménné v; se momenty vypoctou pomoci vztahii:
_1g
oMy =V = — Vil
n <
=1
k
1
0My2 = — U?”iu
n <
=1
T
_ 3.
oMy 3 = n ;Uz ng,
T
_ 4,
oMy 4 = n iz:;vz n;
3.2.4. Priklad
st¥ed [Getnost n; | v; [vin;[vZn;[vdn[ving| (v + 1),
1. 6100-8900 | 7500 3 -3 -9 | 27 | -81 243 48
2. 8900-11700 {10300 3 -2(-24| 48 |-96 | 192 12
3. |[11700-14500|13100 3 -1-12| 12 | -12] 12 0
4. |14500-17300{15900 3 000070 12
5. |[17300-20100|18700 3 1y7 (7| 7|7 112
6. {20100-22900|21500 3 21 8 |16 |32 |64 324
7. 1/22900-25700(24300 3 31319 |27 |81 256
soucet — — 51 —|-27 119 |-123| 599 764
x; — 15900
V; =
2800
27
oMy =V = TE T —0,53,
_ 9. 2,33
0My2 = 521[23_ ) ’
0My,3 = ;98—1 = —241,
oMy 4 = H = 11775

Uzijeme-li Charliertiv test dostavame

1 n
n Z(UZ + 1)4 == 0Mya + 4oMy 3 + 601y 2 + domyy + 1
" 64
= 1175424146233 —4-053+1
14,98 = 14,97.

2,33 — (—0,53)* = 2,05,

My =
M3 = —2,41 — 3(—0,53)* - 2,33 + 2 - (—0,53)* = 1,00,
Mys = 11,75 — 4(—0,53) - (—2,41) + 6 - (—0,53)* - 2,33 — 3(—0,53)*



3 Popisna statistika 33

= =10,33,
oMz =T = 2800 - (—0,53) + 15900 = 14416,
oM = 52 = 2800% - 2,05 = 16072000,

1,000
g = 20,34,
s =5 05 /2.05
10,33
2190946,
Mua = 5 ggp = 240

3.2.5. Vztahy mezi primery

V symetrickém rozdéleni spadé aritmeticky priamér 7, medidn = i modus ¥ do jednoho
bodu.

Cim vice se rozdéleni ¢etnosti blizi symetrickému, tim méné se tyto charakteristiky od-
lisuji.

3.2.6. Rozdélent cetnosti

Schéma asymetrického rozdéleni ¢etnosti zesikmeného zaporné

asymetrické rozdéleni zeSikmené zaporné
P

varianty znaku

3.2.7. Vztahy mezi prumeéry

V asymetrickém rozdéleni zesikmeném zaporné plati
T<T<T.

Neni-li asymetrické rozdéleni pfili§ (extrémné) nesoumérné, je vzdéalenost medidnu od
aritmetického priimeéru vétsinou priblizne jednou tretinou vzdalenosti mezi modem a arit-
metickym primérem.

V mirné nesoumérném rozdéleni tedy plati

T—F~3T—7).

Neni-li asymetrické rozdéleni ptili§ (extrémné) nesoumérné, je vzdalenost medidnu od
aritmetického priméru vétsinou priblizné jednou tietinou vzdalenosti mezi modem a arit-
metickym primérem.

Schéma asymetrického rozdéleni cetnosti zeSikmeného kladné
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asymetrické rozdéleni zeSikmené kladné

Cetnosti

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
varianty znaku

3.2.8. Miry variability

Dosud jsme se zejména zabyvali mirami polohy. Jejich Gicelem je umoznit srovnani arovné
hodnot znakii ve dvou ¢i vice souborech.

Mira polohy ale sama nestaci ke srovnani sledovaného znaku u dvou ¢i vice soubort,
nebot mé¥i pouze obecnou troven hodnot zkoumaného znaku.

Zcela rizné sooubory ¢i zcela rtizné rozdéleni mohou mit stejné miry polohy.

Je tedy zfejmé, ze kromé tirovné, na niz se pohybuji hodnoty sledovanych znak, je treba
zkoumat i to, jak se jednotlivé hodnoty znaku lisi od miry polohy i vzajemné.

A pravé tyto odlisnosti hodnot sledovaného znaku v souhrnu v daném souboru nazyvame
ménlivosti neboli variabilitou (varianci).

3.2.9. Miry variability

Rozpéti
Rz = Tmax — Lmin-

Kvartilové rozpéti

T75 — Tos.
Decilové rozpéti

Tgo — T1o-
Percentilové rozpéti

Tgg — T71.

Kvartilova odchylka
(T75 —Z) + (T — Ta5) (T75 — Ta3)

@= 2 - 2

Decilova odchylka
(Too — Tso) + (Tso — T70) + - - . (Ta0 — T10) _ (Zgo — T10)
8 8 '

Obdobné percentilova odchylka
Tgg — T
98
Momentové miry variability
Odhad rozptylu s.
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Momentova mira relativni variability

Sx

T

Cp —

Vypocet celkového rozptylu z dil¢ich rozptyli

k k
T = Z sfnlz .
=1 =1
Kvantilova sikmost
(xmax - %) - (f - xmin) o Lmax — Lmin — 2i

T = — — =
(xmax - :E) + (ZIZ' - zmin) Lmax — Lmin ’

v pripadé symetrického rozdéleni je rovna nule.
Percentilova sikmost

(T100—i — ) — (T —T;)  Tro—i + T — 2T

T ~ ~ ~

(Tr00—i — ) + (T — T;) T100—i — Ti
3.2.10. Miry sikmosti
Vybérova sikmost
Mg 3 Zf:l (ZL‘, i)3nz
Az = 5
ms %

Pearsonova mira Sikmosti

Jednoduché mira Sikmosti

kde n’ je pocet hodnot mensich nez aritmeticky prumeér,
kde n” je pocet hodnot vétsich neZ aritmeticky prumér.
Kvantilova sikmost

(xmax - xmin)

K=-— —
(3675 - 1’25)

?

K/ _ (%99.5 - 50.5)

(T7s — Tas)
o (@ =T)
(T75 — Ta5)
3.2.11. Miry spicatosti
Vybérova spicatost
M4 Zf:1(xi T)'n,
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3.2.12. Empirickd distribucni funkce
F,(x) je empiricka (vybérova) distribuéni funkce Xy, X(2), X(3), ...

Fo(z)

7X(n—1)7 X(n)

0 ZE<X(1)

=< L X4 <z < Xy

1 ZEZX(n)

Priklad (ovéfeni rovnomérného rozdéleni)

Prvnich 10 ¢isel z generatoru nahodnych ¢isel bylo
0,93 0,35 0,66 0,93 0,14 0,23 0,08 0,23 0,21 0,59
Zjistéte, zda tyto veli¢iny lze pokladat za vybér z R(0, 1).
V MATLABU LZE VYGENEROVAT TAKTO:

X=rand(10,1)

Nejprve cisla usporadame vzestupné: 0,08 0,14 0,21 0,23 0,23 0,35 0,59 0,66 0,93 0,93.

Daéle vytvofime empirickou (vybérovou) distribuéni funkci

(0 z < 0,08(1)
1 0 08( n<z< 0,14(2)
]30 0 14( <z < 0,21(3)
]50 0 21(3) <z<0 23(4)
160 023(45) <£L’<035()
35 0.350) < 2 < 0,59
]80 0,597 < = < 0,66,
0 66(8) <z<0 93(9)
\ 1 i > 093(910)

Hodnoty této distribu¢ni funkce porovname s

09F

08k

07k

06

05k

o4l

03

02k

01k

0x<0
Fo(x) =< z0<z<1

lz>1




4

Dvourozmerny statisticky soubor

4.1. Charakteristiky nahodného vektoru, korelace

Jestlize vySetiujeme na kazdé statistické jednotce dva znaky X,Y, mame podobné jako
v pripadé jednorozmérného statistického souboru dvé moznosti:
a) pracovat se vSemi daty,
b) data uspotadat do Cetnostni tabulky.

Graf ceny zita a potravinaiské pSenice v obdobi leden 1999 — leden 2006.

Data pochazi z plodinové burzy v Brné.

=l81x]

Flo Gt Yow et Toob Dodtop Yindow Ho
DEE&(kRans €/ 0E["O

44444

nnnnn

ravinar:

nnnnn

cena psenice pot:

nnnnn

ad a) Statisticky soubor tvofi n usporadanych dvojic (z1,41),- .-, (Tn, Yn)-
Zakladni charakteristiky jsou aritmetické primeéry a rozptyly

n 4 n n <
=1 =1 =1 =1
kovariance
1 & _ N 1 & o
Swp=— D (wi— D) —9) = |~ wwi| —T 7,
i=1 =1

korela¢ni koeficient

Say ny wiyi — (0 =) (X i)

Ty = = , je—h Sz * Sy % 0.

Se- 8y /InYat— (X x)Hn> y2 — (X vi)?
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Tods_Desktop Wedow Help

Dﬁué\h\aawo\ 0E|=O

cena psenice potravinarska
2

3400 -
-l g/

T = 3485,45 K¢, @ = 3699,20 K¢,
s2 = 283510,97, s = 245469,57, 55, = 156730,65, ryy = 0,59411.

4.1.1. Cetnostni tabulka

ad b) Necht a; < -+ < a,, resp. by < .-+ < by, oznacuji bud varianty znaku X
resp. Y nebo stfedy intervalii pfi intervalovém tridéni obou znakt. Oznac¢me symbolem
ng, t=1,...,r, j = 1,...,s, poCet téch pozorovanych dvojic (z1,v1), ..., (Tn,yn) jejichz

x-ova hodnota je rovna a; a soucasné jejichz y-ova hodnota je rovna b; resp. jejichz z-ova
hodnota patii do i-tého intervalu hodnot znaku X a soucasné y-ova hodnota patii do j-tého

intervalu hodnot znaku Y. Oznac¢me dale
S
ni.=) nij, n an N
j=1 =1 j5=1

Tabulka rozdéleni ¢etnosti vypada nasledovné

by ... by ... bs >
apnip ... N1y ... Nig|M1.
Qi |Ti1 v e M5 oo Mg | N
Ap | Mpy v oo Npg oo Npg | Ny
Yona ... nj ... ng|n
Vypocet ¢iselnych charakteristik
' S
1 1
T=— ang., Y= — E bjn.j,
n n <
=1 j=1
1 T
2 2
s;=—>Y (a; —T)n;, :—g b—y n.j,
n
=1
1 T S
Say = g (a; = T)(b; —Y)ny; = E E a;bjn;; Ty
i=1 j=1 =1 j=1
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4800

4600 -

4400 -

42001

3400

cena psenice potravinarska

3001

3000

o
s <
T
g
S
T 9 =
b
&
26800

I I I I I
2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
cena zito

Tabulka rozdéleni Cetnosti cen zZita a potravinaiské psenice vypada nasledovné

by by by by| S
@124 8 0 0]32
ax|11 8 8 027
as|24 5 26 7|62
as| 7 18 22 16/ 63
as| 0 0 0 4] 4
166 39 56 27(188

T = 3496,81 K&
7 = 3667,02 Ké

s2 = 308340,88, sfj = 292157,08, 55, = 157820,28, ry, = 0,52582
Tabulka rozdéleni cetnosti cen zita a potravinaiské pSenice vypadéa nasledovné
(2800, 3300) (3300, 3800) (3800,4300) (4300,4800)| >
by = 3050 bo =3550 b3 =4050 by =4550 | >
a1 = 2550 24 8 0 0 32
as = 3050 11 8 8 0 27
) 7
8 6

a3 = 3550 24 26 62

aq = 4050 7 22 63
as = 4550 0 0 0 4 4
> 66 39 56 27 188

Cetnostni tabulka (znak X reprezentuje vysku, znak Y reprezentuje vahu)

(46,59) (59,72) (72,85) (85,91)
by = 52,5 by = 65,5 by = 78,5 by = 91,5|3.
(158,169) a; = 163,5| 6 1 0 1|3
(169,180) ag = 174,5| 1 8 3 0 |12
(180,191) a3 = 1855 0 0 5 1 |6
(191,202) ag = 196,5| 0 0 1 3|4
S 7 9 9 5 30

8
Il

1
%(163,5 X 841745 x 12+ 185,5 x 6 + 196,5 x 4) = 176,7 cm
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1
5 (325 X T+ 65,5 X 9+ 78,5 x 94915 x 5) = 707 kg

Cetnostni tabulka (znak X reprezentuje vysku, znak Y reprezentuje vahu)

y:

(46,59) (59,72) (72,85) (85,91)
by = 52,5 by = 65,5 by = 78,5 by = 91,5|3°
(158,169) a; = 163,5 6 1 0 1 8
(169,180) ap = 174,5| 1 8 3 0 |12
(180,191) a3 = 185,5| 0 0 5 1 |6
(191,202) as = 196,5| 0 0 1 3 |4
S 7 9 9 5 30

T=176,7cm y="70,7 kg
1
2

% =35 ((163,5 — 176,7)* x 8 + (174,5 — 176,7)* x 12+
+(185,5 — 176,7)* x 6 + (196,5 — 176,7)* x 4) = 116,16 cm”

Cetnostni tabulka (znak X reprezentuje vysku, znak Y reprezentuje vahu)

(46,59) (59,72) (72,85) (85,91)
by = 52,5 by = 65,5 by = 78,5 by = 91,53
(158,169) a1 = 163,5| 6 1 0 1 |3
(169,180) ay = 174,5| 1 8 3 0 |12
(180,191) a3 = 185,5| 0 0 5 1 |6
(191,202) ag = 196,5| 0 0 1 3 |4
S 7 9 9 5 |30

Z=176,7cm y=70,7kg s2=116,16 cm?

1
s, = 30 ((52,5 — 70,7)* x 7+ (65,5 — 70,7)* x 9+

+ (78,5 — 70,7)* x 9+ (91,5 — 70,7)* x 5) = 175,76 kg

Cetnostni tabulka (znak X reprezentuje vysku, znak Y reprezentuje vahu)

(46,59) (59,72) (72,85) (85,91)
by = 52,5 by = 65,5 by = 78,5 by = 91,53
(158,169) a1 = 163,5| 6 1 0 1 |3
(169,180) ay = 174,5| 1 8 3 0 |12
(180,191) a3 = 185,5| 0 0 5 1 |6
(191,202) ag = 196,5| 0 0 1 3 |4
7 9 9 5 |30

T=176,7cm =707 kg s2=116,16 cm? s2 = 175,76 kg?,

Szy = 107,72,
Tay = 0,7539.
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Nahodna prochazka

5.1. Definice bilého Sumu

Néhodna slozka (chybova slozka, rezidudlni slozka) je idedlné tvofena jen drobnymi ne-
systematickymi vlivy, chybami méreni, zaokrouhlovanim, = ndhodna veli¢ina, vétsinou pred-
pokladame bily Sum — white noise, navic nékdy normalitu.

Vlastnosti bilého sumu Nahodné velic¢ina € je bily Sum, jestlize

e mj nulovou stfedni hodnotu, t.j. Fe, =0, t=1,...,n,
o vare; = o’ t=1,...,n,
e méfeni JSOU nekorelovana t.j. cov(ey, e5) = 0,t # s.
5.2. Chybova slozka — testovani nahodnosti
Casto se provadi na zvolené hladiné vyznamnosti testy nulové hypotézy
Hy :y, ~1iid.,

i.i.d znamena identically independent distribution.

Tato nulova hypotéza pripousti konstantni nenulovou stfedni hodnotu.

Testy tohoto typu oznacujeme jako testy ndhodnosti (tests of randomness) a jde vétsinou
o testy neparametrické.

5.2.1. Test zaloZeny na znaménku diferenci

Test je zalozen na poc¢tu kladnych prvnich diferenci dané fady, t.j. na poc¢tu bodi, v
nichz dané fada roste (tzv. body ristu).
Definujme nahodnou veli¢inu V; predpisem

1 pro yr < yr1,
Vi =
0 pro yr > yet1.

Stredni hodnota poc¢tu k bodt ristu je pak za platnosti nulové hypotézy rovna

(ZW) ni(; 1+%-0):";1.

Déle za platnosti nulovosti nulové hypotézy j Je

s —1 2n-2) n+l

var( ZZCOVVL ZV3IW+QZCOV%’ - 4 T 12 12

Testovou statistikou je

Test zaloZeny na bodech zvratu Necht r oznac¢uje pocet hornich a a dolnich bodt zvratu
v testované rade.
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Analogicky 1ze odvodit, ze stfedni hodnota po¢tu r bodi zvratu je za platnosti nulové
hypotézy rovna

2(n —2)

E(r) = —3
16n — 29
var(r) = 0

Testovou statistikou je

r—2(n—2)/3 -

= Z Ul—q/2-
/(16n — 20)/90 /
5.2.2. Test zaloZeny na Spearmanové koeficientu
Necht ¢, ..., q, oznacuje poradi hodnot v testované fadé.

Spearmantv koeficient poradové korelace p je

le—ﬁz}i—%)%

=1

Testovou statistikou je

v —1|p| > ui_q)e.

5.2.3. Medianovy test

Necht M oznacuje vybérovy median.

Ozna¢me m pocet pozorovani, které jsou mensi nez M. Oznac¢me u pocet pozorovani,
které nejsou rovny M.

Testovou statistikou je

5.2.4. Test zaloZeny na Kendallové koeficientu poradoveé korelace T

Definujeme
4v
T=—"7-—-—1,
n(n —1)
kde n oznacuje pocet pozorovani a v je pocet dvojic ys a y; takovych, ze y; < y; pro s < t.
Cislo v je pfi vypoctu 7 vhodné normovano, nebot E(v) = @, tedy 7 € (—1,1).
Testovou statistikou je
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5.3. Chybova slozka — testovani autokorelace

Uvazujme model autokorelace
€t = PEt—1 + Ut
kde p je korela¢ni koeficient a u; je bily Sum.
Dale uvazujeme nekorelovanost u; a ;1.

Durbiniv—Watsonuv test
Hy:p=0,t.j. & je bily sum.
Testovou statistikou je

DW — Z?:Q(ét — étfl)Z )

=167
Lze také uzit aproximaci
DW ~ 2(1 - ),

kdyz odhad korela¢niho koeficientu je dan vztahem
,5 o Z?ZQ ét—lézt—l
Di-1 €
Pro tfi vyznacné hodnoty korelacniho koeficientu dostavame

4 pro p = —1,
DW = < 2 pro p =0,
0 pro p = 1.
zamitnuti HU nelze zamitnout H0 zamitnuti H0
pozitivni nekorelovanost negativni
autokorelovanost autokorelovanost
s et | mmmeh soaisiale oty L e o e e =
0 dL dU 2 4—dU 4-dL 4 DW
nepritkazny

test

Lze pouzit i dalsi testy: Boxtiv—Pierceiiv test, Ljungtiv—Boxiiv test, Breuschiiv-Godfreytv
test autokorelovanosti rezidui.
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Index a kos zbozi

Index je hospodatsky ukazatel, indikator pokroku nebo netispéchu. Co indikuje index?
Neni to vsak obycejna casova rada, nybrz v jisté mite casova fada kose zbozi.

Zjistime-li kolik stale tuna psSenice v roce 1900 a vedle toho uvedeme jeji cenu v letosnim
roce, dostavame sice casovy vyvoj urcité ceny, nikoliv vsak cenovy index. Nebude tomu vsak
ani v pripadé, kdyz pro ziskani snadného prehledu stanovime cenu za zati 1995 jako zakladni
cenu rovnou 100, takze pro nésledujici 1éta dostavame 102,4 % nebo 95,4 %, protoze stale
jesté nejde o index v bézném slova smyslu. Index totiz musi charakterizovat celkovou situaci,
nejen situaci jednotlivého zbozi. Index nam musi Fici, jak se zménili zivotni naklady, kursy
akcii, danové zatizeni apod.

Nejznaméjsim indexem je index spotfebitelskych cen, vétsinou nazyvany indexem zivot-
nich nakladi. Index je konstruovan na zakladé spotfebniho schematu, které presné neodpo-
vida pro zadného spotiebitele.

Proti tomuto indexu se pak ¢asto namita, ze se v ném skutecny vzestup zivotnich nakladi
zrcadli jen nedostatecné.

Index musi také reflektovat na zménu spottebnich zvyklosti. Spotiebni kos se musi v né-
kolikaletych intervalech vzdy znovu revidovat.

Dalsim problémem je vazeni.

Myslenka méftit snizovani hodnoty penéz ¢asové pribéznym méfenim cen saha k pocatku
18. stoleti. Anglicky biskup Fleetwood se v dile Chronican Preciosum z r. 1707 zabyva
fesenim moralniho hlediska ztraty kupni sily penéz. Na jedné anglické univerzité je studentiim
udélovano stipendium s tou podminkou, ze jeho drzitel je musi vrati, jakmile by jeho majetek
presahl 5 liber. Vznikla otazka, zda se mé& dodrzet doslovny text zakladaci listiny nebo zda
je spravdelivé, aby se ptihlizelo k poklesu kupni sily penéz, ktery nastal. Biskup Fleetwood
na zakladé starych dokumentii porovnal ceny a zjistil, Ze ceny obili a masa stouply na
Sestinasobek, napoje a odévy na pétinasobek a proto — uzaviral — je pry mozno stipendistovi
priznat majetek 28 liber, aniz by tim byl zménén tmysl zakladatele stipendia.

O 30 let pozdéji se se Francouz Dutot zabyval otazkou, zda Ludvik XV. se svym piijmem
100 miliond frankd byl na tom lépe nez Ludvik XII. o dvé sté let dfive s necelymi 8 miliény.
Také on sestavil pro porovnani seznam zbozi, ktery obsahoval mimo jiné i kozu, holuba,
naklad sena, mzdu sluzky a nadenika. Na tomto zakladé urcil znehodnoceni penéz na jednu
dvaadvacetinu a usoudil, ze Ludvik XV. na tom byl hife.

Znamym je propocet indexu od italského financ¢nika Gianrinaldo Carlima z r 1764. Jeho
spotfebni kos se skladal z vina, pSenice a oleje. Litr vina stal v r. 1500 10 lir, o 20 let pozdéji
15 lir, kilogram psenice stal v r. 1500 8 lir, o 20 let pozdéji 14 lir, 1 litr oleje stal nejdiive 60
lir a pozdéji 80 lir.

Z toho vyplynul propocet indexu

—% - % il % = 1,525.
3
P1i zékladnim roku 1500 by se mél jeho index zvysit ze 100 na 152,5.

Pritom se vsak viibec nepfihlizelo k faktoru vazeni. Pro vypocet indexu se viibec nevy-

uzival jakykoliv idaj o zvyklostech spotfeby. Pouze pokud by cenovy vyvoj u vSech druhu

44
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zbozi probihal stejné by nebylo potfeba vazeni. Dalsim faktorem, ktery nebyl uvazovan, je
skutecnost ze se mohou ménit spotiebni zvyklosti.

Moderni index miizeme demonstrovat na Carliho metodé. Zvolime zakladni rok 1500 a
budeme uvazovat, ze ve spotfebnim kosi je 5 litri vina, 8 kg pSenice a 2 litry oleje. Naklady
tohoto spotfebniho kose v r. 1500 jsou 5 x 10 + 8 x 8 + 2 x 60 = 234 lir.

Pokud v r. 1501 podrazilo vino o 1 liru a ostatni 2 polozky se nezménili, mé nas spotiebni
ko§ hodnotu 239 lir. V daném piipadé se index roku 1501 rovna 239/234 = 102,1. Lze fici,
7e se zivotni naklady v roce 1501 oproti r. 1500 zvysili o 2,%.

Pokud v r. 1502 podrazila pSenice a stoji 9 lir misto 8 lir, stoji nas spottebni kos 274 lir
a index mé hodnotu 105,5.

Ve srovnani se zdkladnim rokem je situace jasné: vzestup o 5,5%.

Proti r. 1501 je vzestup tfeba urcit jako podil 247/239, resp. 105,5/102,1.

Tento vypocet ma ale nedostatek. Mlizeme napi. védét, ze ke zvyseni ceny psSenice doslo
v diisledku netrody. Soucasné s ristem ceny ale doslo i k poklesu odbytu a nahrazeni psenice
jinymi komplementarnimi plodinami — proto je tfeba zménit spotiebni schema.

K vypoctu po uvazeni mnozstvi zbozi lze pouzit Laspayresiv index
nové ceny X stard mnozstvi

I = . - S
stare ceny X stara mnozstvi

nebo Paascheho index ) ) o
nove ceny X nova mnozstvi

Ip = .
staré ceny X nova mnozstvi

Predpokladejme, Ze se v roce 1501 spotfebn schema skladalo z 4 litri vina (misto 5), 10
kg psSenice (misto 8) a 2 litrii oleje (beze zmény). Spoctéme nyni hodnoty uvedenych indexti,
pokud v r. 1510 stoji vino 12 lir, pSenice 7 lir a olej 65 lir.

60 + 56 + 130
I = — 22 1051,
1750 + 64 + 120 ’
48 + 70 + 130
— o Y 103.3.
P40 + 80 + 120 ’

Vidime, ze se vysledky znac¢né lisi. Pokud chce opozice ukazat, ze ceny drasticky stouply
zvoli metodu Laspeyresovu. Pokud budou ekonomové vladni strany chtit ukazat pouze po-
zvolny riist cen, pouziji index Paascheho.

Kromé téchto indexi se lze setkat i s vypoc¢tem podle vztahu

nové ceny x nova mnozstvi

staré ceny X stard mnozstvi’

kdy ziskame hodnotu
48 + 70 + 130
~ 50 + 64 + 120
Pouziti tohoto indexu je ale nesmyslné, nebot nezohlediuje vétsi pozadavky spotiebiteli.
Americky narohospodar Irving Fischer navrhl spojeni Laspeyresova a Paascheho indexu
do idealniho Fisherova indexu:

= 105,9.

Ip =/L1;.
V nasem piipadé
I = 104,20.
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Casove rady
7.1. Uvod do &asovych Fad a historie

Cilem této kapitoly je seznamit laskavého ¢tenare s vybranymi partie z teorie ¢asovych
fad, pomoci mu ziskat nadhled a usnadnit mu blizsi pristup k teoreti¢téjsim publikacim.

Analyza casovych fad a predikce budouciho vyvoje je dilezitou statistickou disciplinou.
Data vytvarejici ¢asovou fadu vznikaji jako chronologicky usporadana pozorovani. K praci
s Casovymi fadami vede napf. zpracovani demografickych udajt, hospodaiskych tdaji, fy-
zikalnich idaju, technickych dat, idajt v mediciné, ekologii, atd.

Nasledujici obrazky obsahuji ¢asové fady cen a objemi akcii v obchodnich dnech, primeér-
nych roc¢nich teplot, spotieby elektiiny.

1600

cena akcie

A

1400 1 1 1 1 1 1 1
1000 1020 1040 1060 1080 1100 1120 1140

objem
-

| | | | |
1000 1020 1040 1060 1080 1100 1120 1140

Globalni oteplovani: ano & ne?
4 T T T T T

Kralové

fe

i teploty v lednu ve Dvo!

5

3

&

v

£ -10+ ° B
g

]

o

2

=5

—méfeni
—regresni pfimka
pas spolehlivosti pro pfimku

4 | | 1 1 | | | |
1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
rok
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AUSTRALSKA ELEKTRINA
16000~

[ 4
14000~
®
12000~

10000~

%
o
6000~ W
4000~ M
2000 M
I

0 1 1 1 1 1 1 1 | 1
01/56 01/60 01/64 01/68 01/72 01/76 01/80 01/84 01/88 01/92 01/95
obdobi leden 1956 - stpen 1995

mésitni produkce MWh

K nejstarsim zaznamiim mizeme tadit astronomicka pozorovani, viz diagram poloh pla-
net neznamého autora (potradi: Venuse, Merkur, Saturn, Slunce!, Mars, Jupiter, Mésic) kolem
roku 950.
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Statisticka grafika vznika ve snaze zhustit ¢iselné informace do snadnéji vnimatelné formy
riznych grafi.

Skotsky filosof Dugald Stewart ve stati A general View of the Progress of Metaphysical,
Ethical, and Political Philosophy since the Revival of Letters (1811) napsané pro Dodatky
k Britské encyklopedii konstatuje™, Ze historie, jako znalost ur¢itych fakt a déji, je prede-
v8im zalezitosti nasi paméti, ktera je subjektivni. Historické déje (a s nimi také ekonomické,
populaéni aj.) sice mohou byt a nejspis jsou podiizeny néjakym zakontm, ty vSak nelze zjis-
tit pozorovanim jako zakony prirodni, ale pouze reflexi, uvazovanim. Specialné ekonomicky
stav statu je disledkem subjektivniho jednani lidi v jejich soukromych zivotech; to muze
probihat napi. na zakladé ,zdravého rozumu“.

A jeho myslenky jsou pro teorii ¢asovych fad podstatné — chceme najit jisté zakony,
které ovliviiuji zkoumané déje. Cilem analyzy casovych fad je zejména konstrukce vhodného

*)pfeklad viz Saxl, I., Tlucova, L.: Historie grafického zobrazovani statistickych dat, Robust, Praha, 2004,
str. 363 — 384
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modelu, ktery popisuje sledovany jev. Zname-li spravny model, mtizeme sestavit algoritmus,
ktery umi predikovat budouci vyvoj.

7Z historickych ekonomickych fad je znamy graf rtistu britského narodniho dluhu v letech
1699 az 1800, grafy vzajemného obchodu mezi Anglii a riiznymi staty (napt. s Némeckem,
s Danskem a Norskem, histogram zahrani¢niho obchodu Skotska aj. od Williama Playfaira.
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K nejznaméjsim patii mimoradné sugestivni graf porovnavajici ceny psSenice a mzdy
femeslnikii na pozadi vlad jednotlivych britskych panovniki v letech 1665 az 1821.
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Pozoruhodné je, ze prave tento graf na prvni pohled nesdéluje autortiv zamér a hrozivé
rostouci ¢erny histogram (termin histogram vsak zavedl az K. Pearsons) mu spiSe protifeci.
Playfairovou snahou bylo totiz podle jeho vlastniho vyjadieni ukazat, ze nikdy nebyla psenice
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tak levna jako na pocatku 19. stoleti. To je vSak patrné teprve tehdy, kdyz je vynesen graf
poméru cen a mezd, ktery skutecné klesa od deviti ke dvéma. Playfairtiv graf tak ukazuje
jednu z charakteristickych vlastnosti grafického zobrazeni, totiz na moznost vytvoreni dojmu
na prvni pohled opac¢ného, nez odpovida skutecnému obsahu dat.

Grafické znazornéni casovych fad v dnesni podobé se objevilo az na pocatku 19. stoleti,
jako zéznamy zemédélské produkce (znamé Beveridgeova fada popisuje cenovy index pSenice
v zépadni Evropé od r. 1500 do r. 1869).

Cena potravinarske psenice
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Na konci 19. stoleti a na zacatku 20 stoleti je pfi analyze casovych fad vénovana velka
pozornost hledani periodickych slozek. Tento pfistup ma ale spoustu nevyhod.
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Pozdéji se prokéazalo, Ze pomoci modelt vyuZivajicich bily Sum (autoregresnich modelt
nebo modelu klouzavych soucti) lze modelovat skutecné fady z ekonomie, které se Casto
vyznacuji cyklickou slozkou s proménnou amplitudou a proménnou vzdalenosti mezi body
zvratu.
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Dalsi moznosti pro analyzu casovych rad je Boxtiv—Jenkinstv pfistup, ktery zde studovat
nebudeme.

7.2. Pojem a druhy c¢asovych rad

Casové fada je posloupnost vécné a prostorové srovnatelnych porovnani, kterd jsou ¢asové
usporadana ve sméru minulost — pritomnost.

Poznamka. Pozorovanim rozumime méteni, idaje, hodnoty, data atd.

Misto pojmu casova fada se mizeme setkat s terminy dynamicka, chronologicka, resp.
vyvojova fada.

Pozorovani se vztahuji k casovym okamziktm tq, to, ..., t,, které vytvari body na casové
ose.

Budeme uzivat nasledujiciho znaceni: y;, je pozorovani uskute¢néné v ¢asovém okamziku
t;, t; je ¢asovy index.

7.2.1. Deéleni ¢asovych rad

(1) neekvidistantni
délka intervalt t; — ¢;_1 neni stejna
U neekvidistantni casové fady pouzijeme indexovani
Yt Ytas - -+ 5 Ytns
Y, t=1,...,m;
{yti}?:l'
(2) ekvidistantni
délka intervald t; — t;_ je stejna
U ekvidistantni ¢asové fady pouzijeme indexovani
Y1,Y25- -5 Yn;
y,t=1...,n;
{veties-

Poznamka. Prtirozené cislo n nazyvame délkou rady.
Nékdy u casovych fad uzivame oznaceni denni, tydenni, mési¢ni, roéni — jedna se o
vymezeni Cetnosti (frekvence) pozorovani a s ¢islem n nesouvisi.

7.2.2. Druhy casovyjch 1ad

(1) intervalova (Casova fada intervalovych ukazateli)
vznikd akumulaci (agregaci) hodnot za dané ¢asové obdobi (tisek, interval). Hod-
noty udavaji kolik ¢eho vzniklo nebo zaniklo. Hodnoty zavisi na délce obdobi. Miize
se jednat napi. o mnozstvi produkce, trzby, srazky, emise. Pii nestejné dlouhych
obdobich nejsou hodnoty vzajemné srovnatelné. Je tfeba je ocistit od kalendarnich
variaci, tedy prepocitat na jednotkové obdobi. Naptiklad mési¢ni data prepocitame
pomoci vztahu

k
0 _ J—
Yy _ytk‘

)
t

(1)

kde k je priumérny pocet dni v mésici a k; je pocet dni v mésici.
Hodnoty se vétsinou pritazuji stiedu intervalu.
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Miizeme rozlisovat intervalovou c¢asovou fadu béznych hodnot a kumulovanych
(Ghrnnych) hodnot.
(2) okamzikova
Data mohou byt diskrétni nebo mohou vzniknout diskretizaci spojité veliCiny.
Udéava, kolik ¢eho je, resp. existuje, napt. teplota, pocet pracovniki. Je dilezité si
uvédomit, ze soucty nedavaji smysl.
Miizeme se také setkat s nasledujicimi pojmy (¢asovymi fadami)
3) extenzivnich ukazatelt
4) odvozenych charakteristik
) dlouhodobé ro¢ni
) kratkodoba mési¢ni
) naturalnich ukazatelt

(
(
(5
(6
(7

Poznamka. Nabizi se otazka — jak Casto pozorovat? Mélo by to byt primérené casto a ve
stejnych intervalech.

Na méteni (zptisob zjistovani) jsou kladeny jisté pozadavky:

(1) srovnatelnost
— vécna
— prostorova (napf. geograficky prostor — kraj, ekonomicky prostor — typ spotie-
bitele)
(2) casové
(3) cenové
— bézné (aktudalni)
— stélé (fixované k uréitému datu)

Préace s ¢asovymi fadami zahrnuje analyzu — popis, pochopeni generujiciho mechanismu
(tedy zpisob vzniku dat). Matematickym cilem je sestavit model, ktery je jednoduchy a
dostatecné vérny. Tento model slouzi k prognéze, predvidani budouciho vyvoje. Pfi hledani
modelu je také tieba vhodné volit vstupni proménné a pocatecni parametry, tak aby vystup
byl optimalni.

7.3. Zakladni charakteristiky Casovych rad
7.3.1. Popisné charakteristiky
Pti praci s casovymi fadami je nékdy dilezité zjistit jejich primeérné hodnoty. Primérna
hodnota intervalové ¢asové fady se vypocita pomoci prosteho aritmetického prumeru
U= (2)
Primeérna hodnota okamzikové casové tady y;, t = 1,...,T se pocita pomoci chrono-

logického primeéru. Pri stejné vzdalenosti mezi jednotlivymi okamziky sledovani se pouziva
prosty chronologicky primeér

— Iy wetdyr (3)
Yy = T-1 :

P1i rizné vzdalenosti jednotlivych okamziki sledovani se pouziva vazeny chronologicky
prumeér

2 ye 1+
— ylgyz d2+y2J2ry3 d3+.,.+yT ; deT (4)
Yy d2+d3+-+dr ’
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kde dy, t = 2,...,T je délka jednotlivych casovych intervalti sledovani daného okamzikového
ukazatele.
Priklad 7.1

Vypoéitejte priimérnou hodnotu roéni ¢asové fady hrubého doméaciho produktu Ceské
republiky na jednoho obyvatele v K¢ v letech 1999 - 2008:

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
202357 213110 230064 241593 252617 275770 291561 313868 342494 354410

Casové fada hrubého doméciho produktu Ceské republiky na jednoho obyvatele v letech
1999 - 2008 je intervalovou ¢asovou fadou, proto se jeji prumérna hodnota vypocita pomoci
aritmetického primeéru

<

t

T
g=) = =27T1780. (5)
t=1
Primérna hodnota casové fady v letech 1999 az 2008 je 271780 K¢.
Piiklad 7.2 Vypoditejte primérny pocet registrovanych uchaze¢tt o zaméstnani v Ceské
republice v druhé poloviné roku 2007 v tis. osob.
datum pocet délka obdobi
31. 6. 2007 370791
31. 7. 2007 376608 31
31. 8. 2007 372759 31
30. 9. 2007 364978 30
31. 10. 2007 348842 31
30. 11. 2007 341438 30
31.12. 2007 354878 31
Pocet registrovanych uchazecii o zaméstnani v Ceské republice v jednotlivich mésicich
roku 2000 je okamzikova cCasova fada, protoze rozhodnym okamzikem sledovani je vzdy
posledni den daného mésice. Protoze vzdalenost mezi jednotlivymi okamziky sledovani neni
stejna, pouzijeme pro vypocet priimérné hodnoty vazeny chronologicky prameér

=l

3707914376608 3766084372759 3414384354878
ST0008 3] 4 STOSLITIZ] 4 ... 4 MLSEITEZ] 66477236

31 +31+30+ 31+ 30+ 31 184

Primérny pocet registrovanych uchazecti o zaméstnani v Ceské republice v druhé poloviné

roku 2007 byl 361,3 tis. osob.

7= = 361290.

7.3.2. Miry dynamiky

Jednoduché miry dynamiky casovych fad umoznuji charakterizovat zakladni rysy ,,cho-
vani* casovych fad a formulovat jista kritéria pro jejich modelovani. Pfedpokladejme ¢asovou
fadu y;,t = 1,...,T. Nejjednodussi mirou dynamiky je absolutni pfirtstek (prvni diference),
ktery lze zapsat jako

Ayt:yt_ytflat:27~~-7T- (6)

Tato charakteristika vyjadiuje zménu hodnoty v case t proti ¢asu t — 1.
Casto se pouziva také primérny absolutni p¥irtistek

A — (Yo —w1) + (Y3 —y2) + -+ + (yr — yr—1) _ ZtT:QAI‘/t _Yyr—hn (7)
T—1 T—1 T-—1
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Diferencovanim prvni diference lze ziskat druhou diferenci, diferencovanim druhé dife-
rence dostaneme diferenci tfeti. Diferencovani méa v analyze casovych rad velky vyznam.
Pouziva se pii modelovani trendu casovych fad k vybéru vhodné trendové funkce, nezastu-
pitelna je jeho role pii stochastickém modelovani ¢asovych rad.

trend informativni test
linearni prvni diference y;11 — y; jsou piiblizné konstantni
kvadraticky druhé diference ;12 —2y;11+1y; jsou priblizné konstantni
exponencidlni  podily sousednich hodnot y;,1/y; jsou piiblizné kon-
stantni
logisticky krivka prvnich diferenci ;.1 — y; se podobéa kfivce hus-

toty normalniho rozdéleni

Gompertzova kiivka podily (logyiio — logyiy1)/(logyi1 — logy:) jsou pii-
blizné konstantni

Velmi dilezitou mirou dynamiky casovych fad je koeficient ristu.

k’t:i, t:2,7T
Yt—1
JestliZe se tento koeficient vynasobi stem, udava na kolik procent hodnoty v ¢ase t—1 vzrostla
hodnota v case t.
Nékdy se pro tento koeficient pouziva nazev tempo ristu.
Pramérny koeficient riistu (primérné tempo ristu) se vypocita jako geometricky primér
jednotlivych koeficientti ristu

E: T_\l/kgkg...kT: T*\l/: -1 y—T
V Y1

Meziro¢ni koeficient ristu je podil hodnot ¢asové fady ve stejnych obdobich (sezénach)
v po sobé jdoucich letech. V pfipadé ¢tvrtletni casové fady méa tvar
k=2 t=56,....T
Yt—a
lze jej vyjadrit také jako soucin (¢tvrtletnich) koeficientl ristu
Y Y1 Y2 Y3
B YerYe2Ye3Yia
Dalsi mirou dynamiky casovych fad je relativni prirtstek
50— Ay Y= Y1 Yt
, = - -2
Yi—1 Yi—1 Y1
po vynasobeni stem nam tik& o kolik procent se zménila hodnota casové fady v Case t ve
srovnani s Casem ¢ — 1.
Primeérny relativni pfirdstek se vypocita jako

Kas

_1’

0=k—1.
Dalsi mirou dynamiky casovych fad je tempo se stalym ristem
Y
at

Jinou charakteristikou je koeficient zrychleni

A(z)yt Ay — Ay
. = = gt=3,...,T. 8
Y Ay Ayq ( )
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u neekvidistantni rady

_ ANy, — Dy 1

Pu, ti—tics Ay’

t=3,....T 9)

Tézba uhli 1994 (ve 100 tunach mésicné)

t y, y? 1. diference 2. diference koef. koef.  koef. se klouzavy
1. diference 2. diference zrychleni rtistu stalym zakl. thrn délky 3

1472 456.8 - - - - 1 -
2401 4296  -27.2 - -0.397 1.063 0.94 -
3427 4132  -16.4 -10.8 -1.171 1.040  0.961 1299.6

4 416 416 +2.8 19.2 -16.17  0.993 1.006 1558.4
5386 373.5  -42.5 -45.3 -0.212 1.113  0.898 1202.7

6 340 340 -33.5 9 -0.209 0.91 0.91 1129.5
7324 3135 -26.5 7 -0.460 1.08 0.922 1027

8 284 274.8  -38.7 -12.2 1.141 0.876 928.3

Pro roéni ¢asovou fadu readlného hrubého domaciho produktu Ceské republiky v letech
1994 — 2000 v mld. K¢ vypocitejte zadkladni miry dynamiky.

rok | HDP Ay, ki O¢
1994/1303,6 - - -
1995(1381,1 77,5 1,059 0,059
1996(1447,7 66,6 1,048 0,048
1997(1432,8 -14,9 0,990 -0,010
1998(1401,3 -31,5 0,978 -0,022
1999/1390,6 -10,7 0,992 -0,008
2000|1433,8 43,2 1,031 0,031

Primeérny absolutni priristek je

— 1433,8 — 1303,6
A: Y 6 )

— /1433,8
k=Y — = 1,016.
1303,6 ’

= 21,7 mld. K¢,

pramérny koeficient ristu
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Obr. : ¢asova fada HPD CR v letech 1994 - 2000 v mld. K&
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Obr. : absolutni piirfistky (1. diference) ¢asové fady HPD CR v letech 1994 — 2000 v mld. K¢&
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Obr. : koeficienty rtistu ¢asové fady HPD CR v letech 1994 — 2000 v mld. K&

Na zékladé ¢tvrtletni ¢asové fady realného hrubého doméciho produktu CR od L. étvrtleti
roku 1994 do IV. ¢tvrtleti roku 2000 v mld. K¢ vypocitejte koeficienty rtstu (étvrtletni),
meziro¢ni koeficienty ristu a centrované klouzavé geometrické priméry délky 4 pocitané z
koeficienti ristu.
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koef. meziro¢ni centrované klouzavé
rustu (¢tvrtl.) koef. ristu geometrické primeéry
rok kvartal HDP /{Zt = y:“/jl k(4)7t = ytyj4 (\4/ k(4)7t Ny, ]{?(4)7,5_1)1/2
1994 1. 302,2
II. 3218 1,065
III.  345,2 1,073

IV. 3344 0,969 1,015
1995 I 3199 0,957 1,059 1,016
II. 3430 1,072 1,066 1,014
L. 367,9 1,073 1,066 1,013
IV. 350,3 0,952 1,048 1,014
1996 I 3391 0,968 1,060 1,012
II. 360,7 1,064 1,052 1,010
III. 3862 1,071 1,050 1,004
IV. 361,7 0,937 1,033 0,999
1997 I 3404 0,941 1,004 0,996
II. 3576 1,051 0,991 0,996
III. 3780 1,057 0,979 0,997
IV. 3568 0,944 0,986 0,996
1998 I 3368 0,944 0,989 0,995
II. 3510 1,042 0,982 0,993
III. 368,6 1,050 0,975 0,991
IV. 3449 0,936 0,967 0,994
1999 I 3242 0,940 0,963 0,999
II. 3481 1,074 0,992 1,002
III. 3700 1,063 1,004 1,007
IV. 3483 0,941 1,010 1,008
2000 I 3382 0,971 1,043 1,005
II. 3555 1,051 1,021 1,008
III. 3782 1,064 1,022
IV. 3619 0,957 1,039

Koeficienty rustu (Ctvrtletni) a centrované klouzavé geometrické prumeéry
délky 4 — HPD CR

Z hlediska symboliky koeficientti rustu je logické, ze prvni hodnota casové fady mezi-
roc¢nich koeficientl ristu je umisténa do 1. ¢tvrtleti druhého roku, tj. roku 1995. Vzhledem
k tomu, Ze po odmocnéni ¢tvrtou odmocninou lze tuto fadu chapat jako fadu klouzavych
geometrickych primért koeficient ristu, je vhodné umistit jeji prvni hodnotu mezi treti
a ¢tvrté ctvrtleti roku 1994. Centrovanim geometrickym primeérem sousednich dvojic hod-
not se prvni hodnota centrovaného klouzavého geometrického priuméru dostane do ¢tvrtého
¢tvrtleti roku 1994 a posledni hodnota do druhého ¢tvrtleti roku 2000.
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Obr. : Koeficienty riistu (¢tvrtletni) a centrované klouzavé geometrické priiméry délky 4 — HPD CR

7.4. Dekompozice Casové fady

Dekompozice muze byt aditivni

y=T+S+C+E

nebo multiplikativni

T ... trend, hlavni tendence dlouhodobého vyvoje, popis jednoduchou funkei.

S ... sezénnost, zachycuje pravidelné odchylky od trendu s periodou ne delsi nez jeden
rok, odchylky souvisi s kalendafem a stfidanim roc¢nich obdobi (pribéh teploty, trzby, std.)

C ... cyklus, dlouhodobé kolisani kolem trendu s proménlivou periodou a rozpétim (de-

mograficky cyklus, hospodérsky cyklus).

E ... ndhodn4 slozka (chybova slozka, reziduélni slozka), co zbyde, idealné drobné nesys-
tematické vlivy, chyby méfeni, zaokrouhlovani, = ndhodna veli¢ina, vétsinou predpokladame
bily Sum — white noise, navic nékdy normalitu.

nahodna veli¢ina ¢ je bily Sum, jestlize

e ma nulovou stredni hodnotu, t.j. Fe; =0, t=1,...,n,
evare, =02, t=1,...,n,
e méfeni jsou nekorelovand, t.j. cov(es, es) = 0, # s.

7.4.1. Modelovant trendu a sezonni slozky

Nejcastéji pouzivané trendové funkce jsou:
e konstantni
e linearni
e kvadratickd (parabolickd)
e kubické
e exponencialni
e posunuta exponencialni
e logisticka
o Gompertzova
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U prvnich 4 uvedenych funkci lze odhad ziskat pomoci MNC. Ziskavame BLUE. Odvo-
zeni, viz pfednaska, resp. kurz matematické statistiky — kapitola Regrese.

Funkci exponencialni 1ze transformovat pomoci logaritmické transformace a pouzit MNC,
avsak ziskany odhad je vychyleny.

U poslednich 3 funkci nelze pouzit MNC.

Popis trendové slozZky pomoci exponencialni funkce

p=a-v, y>0,t=1,...,n.
Nelze piimo pouzit MNC, ale lze linearizovat logaritmickou transformaci:
Iny, =lna+Iny-t=ay+a;-t.

7 ptuvodniho modelu jsme presli k modelu s linedrnim trendem a pomoci metody nejme-
nsich ¢tverci najdeme odhady ag a a; a zpétnou transformaci ziskdme odhady & = e,
A =eh,

Je také mozné pouzit vazenou metodu nejmensich ¢tvercu (pfedmétem minimalizace jsou
méfeni, kterym jsou pridéleny rtizné vahy)

gzlilrll;wt(lnyt —ap —ay - t)?, kde w;, = y7.

chiipka A/HIN1
datum [25.5.09 17.6.09 27.7.09 23.10.09

X 1 23 40 88
pocet CR| 1 5 63 314
10004
200
B0
4004
2004
u 20 4; B0 a0 100

1

Obr. : chfipka A/HIN1

Posunuty exponencidlni trend

yt:5+a-’yt, vy>0,t=1,...,n.
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Tuto funkci nelze lehce prevést na linearni regresni model.
Je mozné fixovat (vhodné zvolit) hodnotu v a polozit f(t) = +".
Pak lze trend psat jako linearni

Ti=0+a- f(1).

Pouzijeme MNC a ziskdme odhady 0 a &.

Volbu 7 lze upravit a pro jednotlivé volby najdeme odhady dadaco je podstatné —
uré¢ime rezidudlni soucet ¢tvercii. Vybereme v s nejmensim souctem ctverct.

Logisticky trend

Yt 5 7 >0t=1,...,n

:1—|—oz-’y

Tuto funkci nelze lehce prevést na linearni regresni model.
Je ale mozné provést inverzni transformaci

I 14a-9

. 6
kterou prejdeme na predchozi posunuty exponencialni trend.
Gompertziv trend

=Bo+ b1,

yt:(S-oﬂt, y>0,t=1,...,n.

Tuto funkci nelze lehce prevést na linearni regresni model.
Je ale mozné provést logaritmickou transformaci

InT, =Ind+Ina-~" =By + B -7,

kterou prejdeme opét na posunuty exponencialni trend.

7.5. Klouzavé pruméry a exponencialni vyhlazovani

Klasicka analyza Casovych fad predpoklada, ze trendova funkce ma v case konstantni
parametry. V delsim ¢asovém obdobi je tento predpoklad nerealny, proto je vhodné vyuzivat
adaptivni techniky, jako jsou metoda klouzavych primeéri a exponencialni vyrovnavani.

7.5.1. Klouzavé priumery

Metoda klouzavych priméri se zaklada na myslence, ze ¢asovou fadu y; prot = 1,2,...,T
rozdélime na kratsi ¢asové tiseky, na kterych odhadujeme lokalni polynomické trendy urcitého
stupné. Konstantni trend se popisuje polynomem nultého stupné, linearni trend polynomem
prvniho stupné apod.
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Cena potravinarske psenice
T T T

4400

4200
4000

., 3800

g

° 3600
3400
3200

3000

2800 I
) 50 100 150 200 250
obchodni dny

Obr. : ptiklad vyhlazeni

Postup je nésledujici - necht prvni ¢ast fady ma 2m + 1 hodnot, které oznacujeme
Y1,Y2s - - -, Yome1, Zz nich odhadneme parametry lokalniho trendu vhodnym polynomem a
vypocitame jeho odhad Tm+1, stejny polynom odhadneme na druhé skupiné hodnot rady,
Y2, Y3, -, Yomao & Vypocitdme odhad lokalniho trendu Tm+2, timto klouzavym zpiisobem po-
stupujeme az do konce casové rady.

Algoritmus:

(1) zvolime délku okna, ozn. m
(2) daty v okné prolozime néjakou kiivku — trendovou funkci
(3) spocitame vyrovnanou hodnotu pro stied okna
(4) posuneme okno o jedno pozorovani doprava,
(5) pokud nejsme na konci fady, ndvrat na krok 2
Pouzijeme oznaceni (t,1), kde t je stfed okna, i je pozice pozorovani viéi stfedu okna
Predpokladejme, ze fadu y; prot = 1,2,...,7T budeme vyrovnavat na klouzavych tisecich
polynomickym trendem stupné r s ¢asovou promeénnou <.
Odhady parametrt lokalniho trendu (v rdmci okna) T} ; = ag; + ayst + agi® + -+ - + api"
ziskdme metodou nejmensich ¢tverci:

Pozn.: Stfed okna méa vzdy index 0 a pro odhad — vyrovnanou hodnotu ve stfedu okna
plati g, = T} o = ao-

Pozn.: Stupen polynomu r nazyvame fad klouzavého prameéru.

Najdeme Teseni tlohy

] ; -\ 2
LI § (Y — ot — ard — ... — apl")”.
ag,...,ar
i
Dostaneme 7 + 1 rovnic

} : ) o

—2 (yt,i - (lott — Al — ... — Ayl ) = (),
i
. »T‘ .
—2 E (yt,z‘ — gt — Ayl — ... — Ayl )Z = 0,
i

—2 Z(?/t,i —agl —ayi—...—aqi")i" = 0.
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(10)

p
&0 - ijytja

J*—p
o Z ZZ -2
YT Ly (e

Jj=-p

(11)
Vypocet s odvozenim vah pro konkrétni stupen, viz prednéska.
Véahy klouzavych primért stupné 2 a 3 pro rtizné délky okna

3/(0,1,0)

5/1/35(—3,12,17,...)

711/21(~2,3,6,7,...)

9|1/231(—21,14,39,54,59,...)

11]1/429(—36,9, 44, 69, 84, 89, . . .)
13|1/143(—11,0,9,16,21,24,25,...)

15(1/1105(—78, —13,42, 87,122, 147,162,167, ...
17|1/323(—21, —6,7, 18,27, 34,39, 42,43, ...)

19|1/2261(—136, —51, 24, 89, 144, 189, 224, 249, 264, 269, . ...
21|1/3059(—171, —76,9, 84, 149, 204, 249, 284, 309, 324, 329, . ... )

7.5.2. Ezxponencidlni vyhlazovdni

Jde o tzv. adaptivni metodu, ktera rychle reaguje na zménu v datech.
Pti vyrovnavani se pouzivaji vSechna pozorovani, ale tém starsim se prifazuje mensi vaha.
Predpokladejme, Ze trend analyzované Casové fady je konstantni, tj.

Tk = o

Dosadime-li do vazené podminky metody nejmensich ¢tvercii a minimalizujeme-li funkci

—_

t_
(yi—x — Ty_1)*a* — min,
0

=
Il

tedy
t—1

2k .
E (Y1—k — Bo)"a” — min,
k=0
po zderivovani podle 3y dostavame rovnici
t—1

-2 Z(ytfk — Bo)a* =0,
k=0
Vytesenim dostavame

t—1 t—1
k k

E a Yy = Bo E Q.

k=0 k=0
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Dostavame

Oéyk
BO_ZkO t )

t—1 00
k=0 k=0
1

soucet této geometrické fady pak je ;
Tedy

t-1
Bo=(1—a)> aFy s
k=0

Tento odhad pouzijeme pro vypocet vyrovnané hodnoty

Gk = Bo,k=0,1,2,. ..

t—1
ji=(1-a)) oy
k=0

Vyraz (1 — a)a® je vaha pozorovani, kterd smérem do minulosti klesa.
Pro vypocet 1ze uzit rekurentni vzorec

g=(1—-a)y+ (1 —-a) Zakytfk =

k=0
t—1
=(l-y+all—a)) oy 1y =
k=1
t—2
=l -a)y+a(l-q) Za Yt—1-5 =
=0

Numericky vypocet realizujeme dle posledniho vztahu
Je = (1 — a)ys + g1 -
Predpovéd je
gt—i—T :ytv prOT: 1527"'
Volba vyhlazovaci konstanty je doporu¢ovéna v intervalu (0,7, 1,0).

Pokud zname nékolik budoucich hodnot, mtiZzeme s nimi srovnat kvalitu predpovédi pro
rizné «a a zvolit nejvhodnéjsi.

Predpokladejme, Ze trend analyzované Casové fady je linearni, tj. ve vztahu
Tk = Bo— Bik + Bok® + - + (=1)" Bk

polozime r = 1, takze

Tor = Bo — Bik.

Dosadime-li do vazené podminky metody nejmensich ¢tvercti a minimalizujeme-li funkci
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n—1

Z 2 k .
(ynfk - Tnfk> Q" — min,
k=0
dostaneme znamym zptisobem normalni rovnice pro odhad parametri by a by:

n—1 n—1 n—1
Z o/"yn_;.C = by Z o — by Z kak,
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1 n—1
= kaFy, k= —by Y kaF + b Y Kok, (+)
k=0 k=0 k=0

Jejich feSenim dostaneme
n—1 n—1 n—1
by = Zk o & yn k Z o k2ot — 3000 kak 3o katyn i
n—1 n—1 9
ak Zk o k2ak — (322 ka*)?
n—1
by — — Dk OO‘Z 0 kR Yk + 30 0¥y kD0 okO‘
n—1 n—1
’“Z o k2 = (D k=g kat)?
Kromé pfesného vypoctu z normalnlch rovnic (*) lze pfi odhadu parametri pouzit pro

vyssi hodnoty poc¢tu pozorovani n jednodussi aproximativni vzorce. Jestlize n — oo, potom
vzhledem k tomu, ze 0 < a < 1, plati vztahy

n—1 00
S o= Yot
k=0 k=0
Zk’a —Zkak 1_@)
(1+
Zkz k_zkz k_ 1_0353)'

Zavedeme-li pomocné vehcmy

n—1
Sp=(1-a) Zakyn_k,
k=0
n—1
S: = (1 - 04)2 Z O‘kyn—k‘v
k=0

dostaneme pro odhady parametri 5y a ($; po provedeni dalSich algebraickych tprav
vypoctové vzorce:

b(]:(l‘i‘@)sn—s;l_,
b= (1—a)S, — =2

V nésledujicim grafu je zndzornéna cena akcie a k ni odpovidajici fada vyhlazend pomoci
exponencialniho vyrovnani.

V uvedeném algoritmu je tieba pro vypocet predikovanych hodnot zvolit vhodny koefi-
cient . Nejcastéji se voli av spliiujici nerovnost 0,7 < a < 1.
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Hodnotu « lze vybrat z trénovaciho souboru obsahujiciho data napi. cen akcie s délkou
dat kratsi napt. o poslednich 50 obchodnich dni. Na takové casové radé se aplikuje expo-
nencialni vyrovnavani a ziskané odhady budoucich cen se porovnaji se skute¢nymi, nam
zndmymi, hodnotami cen akcii v poslednich 50 obchodnich dnech.

Hodnota o se postupné upravuje tak, aby byly minimalizovany korekce mezi pfedpovédi
a skutecnou cenou v téchto 50 obchodnich dnech.

350 T T
% pivodni fada

alpha=0.85
T

——+fada po exponencidlnim vyhlazeni

O predikce ceny

0
11/09 09/00 07/01 05/02 04/03 01/04 11/04 08/05 06/06 01/08

Obr. : Exponencialni vyrovnavani a predpovéd ceny akcie Unipetrol

alpha=0.85

< plivodni fada

fada po exponenciilnim vyhlazeni
O predikce ceny

Obr. : Detail predpovédi ceny akcie Unipetrol

7.6. Analyza periodické slozky

7.6.1. Fourierova Tada

Fourierova rada je velice uzite¢ny matematicky nastroj, ktery dovoluje vyjadrit nesinu-
sovou periodickou funkci pomoci fady sinusovych slozek. Tato moznost se Casto vyuziva
i v elektrotechnice pfi zkoumani nejriznéjsich periodickych pribéeht elektrickych napéti a
proudti, nebo i jinych velic¢in.

Mgéjme periodicky signéal s dobou periody Ty, jenz je vyjadien funkei ¢asu f(¢). Necht funkce
f(t) spliiuje tzv. Dirichletovy podminky:

1. Uvniti intervalu 7j je jednozna¢nd, ma v tomto intervalu koneény pocet bodli nespojitosti
a koneCny pocet maxim a minim.

2. Je absolutné integrovatelna, tedy vyhovuje podmince
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To/2
/ |f(t)]dt < o0. (12)
~Tp/2
Jsou-li uvedené podminky splnény, je mozné funkci f(¢) vyjadiit pomoci nekonecné
Fourierovy fady

f(t) =ag+2 Z [a,, cos(n2m fot) + b, sin(n27 fot)], (13)

n=1
t € (—o00,00).

Uvazovanou funkci je tedy mozné rozlozit na stejnosmérnou slozku ay a dale na fadu
harmonickych (sinusovych a kosinusovych) slozek, o frekvencich odpovidajicich celo¢iselnym
nasobkim n = 1,2,... kmito¢tu f; = 1/7, zdkladniho prubéhu (zakladni tj. prvni harmo-
nické). Vyrazy cos (n27 fot) a sin (n2r fot) se nazyvaji bazové funkce.

Amplitudy harmonickych slozek jsou

Ty /2

an = 1/T0/ f(t)cos (n2w fot)dt, n=1,2,..., (14)
~Tp/2
To/2

by = 1/T0/ F(#)sin (n27 fot)dt, n—1,2,.... (15)
~Tp/2

a stejnomeérna slozka

— / M e (16)

—Ty/2

V predchozich vztazich se provadi integrace na intervalech (—74/2, Ty/2), tyto meze vSak
mohou ohranicovat libovolny ¢asovy interval o délce odpovidajici dobé periody Tp (tedy
napiiklad interval (0, 7Ty) apod.). Pary harmonickych slozek (dale oznacovanych strucéné jako
harmonické) je mozné sloucit do jediné slozky o uré¢ité amplitudé A, a fazi ©,,.

Vyjadiime-li totiz amplitudy harmonickych ve tvaru

a, = Apcos(6,); b, = A,sin(6,), (17)

lze fadu (1.12) pfevést do tvaru

f(t) =ao+2) _[A, cos (n2r fot + 6,,)], (18)

n=1
—Ty/2 <t >Ty/2,

pricemz

A, =+/a2 + b 0,=—arctg(b,/a,).
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7.6.2. Periodogram

V této casti se budeme zabyvat periodogramem, ktery se velmi c¢asto pouziva napf. v
hydrologii. V dalsi kapitole pouzijeme periodogram pro nalezeni statisticky vyznamnych
frekvenci ve vzorcich riznych signali.

Méjme kone¢nou posloupnost nahodnych veli¢in X, ..., Xy,. Definujme funkci 7 (\) vzor-
cem
1 | i
IN) = —=|) X ™ —m <A< 1
) 27TN; o TSAST, (19)

Funkce I(\) se nazyva periodogram posloupnosti X, ..., Xx.

Pti kazdém pevném N je I(\) ndhodna veli¢ina. Proto I(\), —m < A < 7, tvoii ndhodny
proces. Kazda realizace tohoto procesu je spojita funkce.

Bude-li délka posloupnosti N mala ve srovnani s délkou skutecné periody

27
T = —, 20
kde Ay,...,\, jsou vzajemné rizna ¢isla z intervalu (—m, 7), bude se tato perioda jevit

spise jako trend.

Naproti tomu prilis kratké periody rovnéz nebude mozno spravné rozeznat. Je ziejmé, ze
nejkrat$i zjistitelnd periodicita ma délku 7" = 2. Podle (3.2) ji odpovida frekvence A = m,
které se rikd Nyquistova frekvence.

Pro snadnéjsi vysetieni statistické vlastnosti periodogramu, odvodime nejprve jiné tvary
vzorce. Omezime se na pripad, Ze posloupnost X; je realna.

LEMMA 1. Polozme

AN = (2/N)'2Y " Xicoszh,  B(A) = (2/N)'/*> " X;sint\. (21)
Pak plati — :
I0) = %AQ(A) + %BQ(A). (22)

Ziejmé plati

(tA) — zZthm tA)| =

t=1

27TN ‘Z e ‘ 27TN

1 2 2
=5~ ZXt cost))? ZXt sint\)? =1 [A (A) + B=(\)].

LEMMA 2. Necht

1
Crh=—> X Xipp, k=01 N-L (23)
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Pak
N-1
I(\) = 5-(Co+2 > Cicoskh). (24)
k=1
Méame

1 N N
I()\) 27TN‘ZX25 7zt/\27_NZZ JXe —i(s—t)A

7.6.3. Test R. A. Fishera

R. A. Fisher odvodil test, kterym se da zjistit statistickda vyznamnost nejvyssich hodnot
periodogramu.

S pouzitim tohoto testu u periodogramu budeme schopni na dané hladiné vyznamnosti
schopni urcit statisticky vyznamné frekvence v nasi casové radé.

Uvazujme posloupnost nahodnych velicin X7,..., Xy. Budeme testovat hypotézu, ze
X1,..., Xy je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s rozdélenim N (0, 0?). Pfedpoklé-
dejme, ze N je cislo liché. Z praktického hlediska se miizeme omezit na N > 3, takze

N =2m+1, (25)

kde m je prirozené ¢islo. Toto omezeni na licha N je vyhodné z toho diivodu, Ze se tim pod-
statné zjednodusi dalsi matematické odvozovani, viz [1]. Je-li ddna posloupnost ndhodnych
veli¢in se sudym poctem ¢lentd, prvni z nich se v praxi obvykle vynechava jakozto c¢asové
nejvzdalenéjsi od soucasnosti.

Uvazujme hodnoty periodogramu v bodech

A = 27r /N, r=1,2,...,m. (26)
Srovnejme hodnoty I(A1),. .., I(\;,) sestupné podle velikosti. Ozna¢ime V; nejvétsi z nich
atd. az V,, nejmensi. Polozme
Vi
W= : . (27)

Vit Vot o+ Vy

Budou-li vSechny veli¢iny Vi, ..., V,, téméf stejné, bude hodnota W blizka cislu % Bude-
li naopak veli¢ina V; nabyvat velmi vysokych hodnot ve srovnani s ostatnimi veli¢inami
Va, ..., Vi, bude hodnota W blizkd jedné. Hodnoty W (které jsou blizké jedné) budou
tvorit kriticky obor nasi hypotézy. Pétiprocentni kritickd hodnota je takové ¢islo «, pro
které plati P(W > «) = 0.05. Lze tedy postupovat tak, Ze se z dané realizace posloupnosti
Xi,..., Xy vypoc¢tou hodnoty periodogramu I(\),...,I(\,). Pak se vypocitd W podle
(3.10). Piekroci-li W kritickou hodnotu, zamitneme hypotézu, ze X, ..., Xy jsou nezavislé
veli¢iny s rozdélenim N (0, 0?).

7.6.4. Periodogram jako rozklad rozptylu

Necht X, Xs,..., Xy je posloupnost redlnych veli¢in, pficemz N = 2m + 1, kde m je
prirozené c¢islo. Oznac¢me

_:ii SQZLiX-—YQ (28)
Ni:l’ Ni:l Z ’
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(29)

V dalsim textu nebudeme uvazovat piivodni hodnoty X;,..., Xy, ale jejich odchylky od
aritmetického praméru X.
Asymptotické chovani pravdépodobnosti P(WW > a) Misto pouhého porovnéni s
kritickou hodnotou ddme pfednost vypocteni hodnoty P(W > «a). R. A. Fisher zjistil, Ze pro
m < 50 se dostane dobra aproximace pravdépodobnosti P(WW > «), vztahem

PW >a)2m(l—a)™ (30)

h=m(l—a)™ !  kdeh... kritickd hodnota,

-, « ... hladina vyznamnosti,

— a, m ... prirozené ¢islo, pocet pozorovani,
a=1-— (&)=, W ... kriticky obor, viz [2] .

Tabulka
Aproximace
kritické hodnoty na hladiné vyznamnosti
m a=10% a=5% a=1%

5 0.6239397 0.6837722 0.7885257
6 0.5590699 0.6161481 0.7217919
7 0.5074122 0.5611542 0.6644038
8 0.4652756 0.5156875 0.6151665
9 0.4302036 0.4774944 0.5727130
10 0.4005157 0.4449527 0.5358411
11 0.3750278 0.4168803 0.5035669
12 0.3528819 0.3924008 0.4751026
13 0.3334418 0.3708529 0.4498201
14 0.3162250 0.3517283 0.4272170
15 0.3008588 0.3346307 0.4068885
16 0.2870507 0.3192463 0.3885063
17 0.2745676 0.3053236 0.3718014
18 0.2632216 0.2926583 0.3565521
19 0.2528590 0.2810831 0.3425738
20 0.2433533 0.2704594 0.3297118
21 0.2345990 0.2606714 0.3178356
22 0.2265076 0.2516215 0.3068344
23 0.2190041 0.2432271 0.2966132
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Aproximace
kritické hodnoty na hladin€ vyznamnosti
m a=10% a=5% a=1%

24 0.2120248 0.2354176 0.2870907
25 0.2055148 0.2281322 0.2781962
26 0.1994268 0.2213185 0.2698685
27 0.1937198 0.2149308 0.2620542
28 0.1883580 0.2089294 0.2547062
29 0.1833100 0.2032792 0.2477834
30 0.1785483 0.1979496 0.2412490
31 0.1740484 0.1929131 0.2350707
32 0.1697886 0.1881458 0.2292196
33 0.1657496 0.1836258 0.2236699
34 0.1619141 0.1793341 0.2183983
35 0.1582668 0.1752532 0.2133841
36 0.1547936 0.1713676 0.2086085
37 0.1514820 0.1676632 0.2040546
38 0.1483206 0.1641272 0.1997069
39 0.1452992 0.1607483 0.1955514
40 0.1424084 0.1575157 0.1915755
41 0.1396396 0.1544201 0.1877674
42 0.1369851 0.1514526 0.1841167
43 0.1344376 0.1486052 0.1806134
44 0.1319907 0.1458706 0.1772488
45 0.1296384 0.1432421 0.1740145
46 0.1273751 0.1407134 0.1709029
47 0.1251957 0.1382788 0.1679072
48 0.1230955 0.1359330 0.1650207
49 0.1210701 0.1336711 0.1622375
50 0.1191155 0.1314886 0.1595521

Priklad — periodogram

V tabulce jsou uvedeny primérné meési¢ni prutoky vody na fece Moravé ve stanici Straz-
nice. Ponévadz je jich sudy pocet, nebrali jsme v Gvahu prvni pozorovani. Od ostatnich
hodnot jsme odecetli jejich aritmeticky primér, abychom se priblizili pfedpokladu o nulové
stfedni hodnoté posloupnosti. Z téchto odchylek od primeéru jsme vypocetli periodogram,
ktery je uveden v tabulce 3. Pro hodnotu periodogramu v bodé A = A\g = 0.5310 ziskdvame
3617.1.107°. Tato frekvence podle vzorce (3.2) odpovida periods délky T = 27” = 11.83 me-
sice.

V tabulce jsou uvedeny primérné meési¢ni prutoky vody na fece Moravé ve stanici Straz-
nice. Ponévadz je jich sudy pocet, nebrali jsme v tivahu prvni pozorovani. Od ostatnich
hodnot jsme odecetli jejich aritmeticky primér, abychom se priblizili pfedpokladu o nulové
stfedni hodnoté posloupnosti. Z téchto odchylek od primeéru jsme vypocetli periodogram,
ktery je uveden v tabulce 3. Pro hodnotu periodogramu v bodé A = A\g = 0.5310 ziskdvame
3617.1.107°. Tato frekvence podle vzorce (3.2) odpovida periods délky T = 27” = 11.83 me-
sice.

Tabulka:
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Roky | 1965 1966 | 1967 | 1968 | 1969 | 1970 | 1971
Leden 0,0487(0,0748[ 0,069 [0,0277|0,0307[0,0815
Unor 0,189 | 0,156 | 0,114 |0,0641(0,0233| 0,074
Biezen 0,0889] 0,212 | 0,112 |0,0986| 0,159 | 0,107
Duben 0,0794] 0,137 | 0,075 | 0,125 | 0,242 | 0,092
Kvéten 0,0597(0,0838(0,0408| 0,046 |0,0598|0,0602
Cerven 0,0676/0,0545/0,0781|0,0408| 0,045 |0,0581

Clervenec 0,166 |0,0353|0,0453|0,0215(0,0845|0,0564
Srpen 0,132 |0,0278/0,0561|0,0282|0,0719|0,0205
Z4¥ 0,0626/0,0421/0,0411|0,0172(0,0362(0,0178
Rijen 0,0347/0,0261|0,0366/0,0148|0,0419|0,0187

Listopad |0,0268(0,0509(0,0353|0,0501|0,0278| 0,104

Prosinec |0,0718| 0,116 | 0,065 |0,0309]0,0186|0,0726

N T =N 5| N [T = F[1(A)107°
0,0885| 71,00 | 864,3 [19]1,6814] 3,74 | 418,1
0,177 | 35,50 | 352,3 |20(1,7699| 3,55 97,6
0,2655| 23,67 | 7794 |21]1,8584| 3,38 | 180,6
0,354 | 17,75 | 20,3 |22[1,9469| 3,23 4,5
0,425 14,2 | 190,9 |23]2,0354| 3,09 | 371,3
0,5310| 11,83 | 3617,1 |24|2,1239| 2,96 21,2
0,6195/ 10,14 | 133,3 [25/2,2124| 2,84 | 60,5
0,708 | 8,88 436 26/2,3009| 2,73 69,5
0,7965| 7,89 | 1055 |27]2,3894| 2,63 | 102,6
0,885 | 7,1 4135 (28]2,4779| 2,54 78,1
09735 6,45 | 1244,9 |29]2,5664| 2,45 | 186,5
1,0619| 5,92 | 266,3 [30/2,6549| 2,37 | 368,2
1,1504| 5,46 | 3881 [31/2,7434| 2,29 3,4
1,2389| 5,07 | 1395 [32(2,8319| 2,22 2,5
1,3274| 4,73 80,8 33]2,9204| 2,15 36,9
1,4159| 4,44 | 419,3 |34/3,0088| 2,09 71,1
1,5044| 4,18 324 |35(3,0973| 2,03 | 1154
1,5929| 3,94 | 586,7

e e Vg W
Oo\]@m%wm,_.o@ooﬂ@cn»&wwr—w—-

Vyznamnost hodnoty [(A\g) ovéfime pomoci Fisherova testu. Dostaneme W = (.2882.
Pouzijeme uvedenou aproximaci. V tabulce najdeme kritickou hodnotu pro m = 35 na
hladiné vyznamnosti o = 5%, coz je 0.1753. Zjistime, Ze jde o vyznamnou hodnotu. Na
grafu jsme vyznamnou hodnotu periodogramu, zvyraznili krouzkem.
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Pouziti periodogramu v
hydrologii

Primeérné mésicéni pritoky Moravy Periodogram pritokd feky Moravy
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Obr. : Pramérné ro¢ni pritoky vody
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Linearni regrese

8.1. Uvod

Cilem regresni analyzy je popsat zavislost hodnot znaku Y na hodnotéch znaku x. K
dispozici byvaji méfeni zavislé (vysvétlované) proménné Y = (V7,...,Y,) realizované v n
bodech x = (xy,...,z,)". Vektor x pfedstavuje proménnou vysvétlujici.

Nejprve je tieba najit vhodny model, tj. zvolit vhodnou aproximujici funkci Y = f(z, 3).
Poté je tfeba nalézt nevychyleny odhad = (4, ... ;) nezndmych parametrt 8 = (1, ..., (k)
této jiz zndmé funkce. Pokud je aproximujici funkce linedrni v parametrech [3;, hovoiime o
linearni regresi.

V tlohéch linearni regrese volime aproximujici funkci ve tvaru

k
y=> Bi¢;(x),
=0

kde funkce ¢;(z) jsou znamé funkce neobsahujici neznamé parametry a ¢o(z) = 1. Vétsinou
volime ¢;(z) =27, j =0,1,..., k.
jedna o problém nelinearni regrese. Napfiklad regresni funce obsahuje mocniny neznamjych
parametri 3; anebo tyto parametry jsou argumenty vnitinich funkei, které tvori aproximujici
funkci. V tomto kurzu budeme studovat pouze problém linedrni regrese. Nelinedrni regresi
muzete dostudovat v [4], [5].

V dalsi ¢asti seznamime ctenaie s historii algoritmi pro aproximaci dat primkou, jejichz
vznik byva oznacovan za prvni statistickou revoluci.

8.2. Prvni statisticka revoluce

Dnes se pro feseni problému linearni regrese obvykle pouziva metoda nejmensich ¢tverc,
ojedinéle se voli ortogonalni metoda nejmensich ¢tvercti (korekce méfeni se provadi po nor-
maéle k aproximujici funkci).

Pro sezndmeni ¢tenare s regresi popiSeme principy algoritmi pro feseni (dnes nepouzi-
vanych a pozapomenutych) a uvedeme jednu historickou tlohu, které zna¢né pfispéla k tzv.
prvni statistické revoluci.

8.2.1. Vyvoj algoritmi

Chorvatsky matematik Roger Joseph Boskovi¢ v r. 1753 navrhuje pro urceni nezndmych

Vv

dem (7, Y]. Boskovi¢ déle usuzuje, Ze v jednom z méfenych bodi nutné musela byt nejmensi

Vv

volbu ,nejlepsiho bodu“ se stava funkce
®(Bo, 1) = Y _ Vi = o — Brs|.
i=1

Odhady parametrii 3y a 3, jsou uréeny pro i-tou pfimku uréenou body [z;,Y;] a [Z,Y].
Nejlepsi pfimka je ta, pro kterou nastava min ®(Sy, 51).

74
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Bogkovi¢ navrhuje i algoritmus pro nalezeni této ptimky, viz literatura [Hald]. Ctenéi ale
jesté zvladne na pocitaci vytesit v jednoduchém cyklu.

Pozdéji tlohu modifikuje Laplace v r. 1768, kdyz pouzije stejné kritérium . Také poza-
nékterym z méfenych bodu [z;, Y;]. Neznamé parametry [y a 1 jsou tak hleddny v mnoziné
R?. Algoritmus je uvedeny v [Hald]. Vypocet je pomérné komplikovany.

Dalsi metodu navrhuje Lambert v r. 1790. Méteni sefadi vzestupné podle x a rozdéli na
2 mnoziny, jejichz pocet je stejny (pro sudé n) nebo se lisi o jednic¢ku (pro liché n).

Na zacatku 19. stoleti postupné publikuji dalsi (vSichni stejnou) metodu Legendre v r.
1801, Audrey v r. 1802 a Gauss v r. 1804. Prvenstvi je nakonec pripsano Gaussovi, ktery
prokaze pouziti metody pro vypocet polohy v diisledku nékolika tydnt zamracené oblohy
ztracené komety v r. 1897. Princip metody je zalozen na hledani minima funkce

n

(I)(50, 51) = Z(Yz — Bo — 511&')2-

i=1

Metoda dostava nizev metoda nejmensich étvercti (MNC, anglickd zkratka je LSM).

8.2.2. Méreni obvodu Zemé (po poledniku)

Piiklad 8.1 (méfeni délky jednoho stupné zemépisné délky)

Okolo roku 1750 byla zorganizovana méfeni délky oblouku poledniku s cilem potvrdit ¢i
vyvratit hypotézy o tvaru Zemé jako rotac¢niho elipsoidu. Méfeni v Rimé organizuje papezsky
stat, méreni a vypoctl se osobné zucastni papez Benedikt XIV. Méteni organizuje Roger
Joseph Boskovic.

Vysledky uvadi tabulka (délky oblouku jsou uvadény v toisich):

7 |zem. poloha zem. §iika L|z = sin® L|délka oblouku ¥
1|Quito 0°0 0,0000 56751
2|Mys Dobré Nadéje|  33°18& 0,2987 57037
3|Rim 42°59' 0,4648 56979
4| Pariz 49°23' 0,5762 57074
5|Laponsko 66°19’ 0,8386 57422

V nasledujicim obrazku vidime méfené tdaje, kdyz na ose z je zndzornéna poloha (druhéa
mocnina sinu zemépisné Sifky) a osa Y udéva délku jednoho stupné zemépisné délky na
uvedené poloze.

<X
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.8 z10% Zemepisna mereni

T T
prumerX=0.43566 prumerv=57053 S>2<=0.078304 S$=46707.44

5.78 _ _ ol
S,,~96.6481 R, =0.9367 : - -

=
=4
=]
<
<
£
[=]
]
=~
=i
U
o
‘,o"‘_A = regresni primka
5.66 ‘,—' " ===pas spolchlivosti okolo primky b
‘_t‘ ’,o\‘ ===pas spolehlivosti okolo primky
‘,w" *pas spolchlivosti pro primku
5.64p" ='=1pas spolchlivosti pro primku &
5.62 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

sin L

Meéfteni délky jednoho stupné bylo realizovano mezi body lezicimi na stejném poledniku se
zemeépisnou sitkou lisici se o jeden stupen. Zemépisna sitka byla urcena z vysky slunce. Poloha
na stejném poledniku byla zajisténa pomoci kompasu a chronografu. Uvedenym méfenim
predchézela méreni délky jednoho stupné (s velkou, neakceptovatelnou nepfesnosti méteni)
zjistovana pomoci sledovani poc¢tu otoceni kol na kocaru po silnici sméfujici priblizné severné.

Hodnoty uvedené v tabulce byly ziskany pomoci métfeni thld a vzdalenosti ve vetknutych
polygonalnich tazich mezi dvéma danymi body. Vypocet souradnic mezilehlych bodu byl jiz
realizovan pomoci metod vyrovnavaciho poctu (geodézie).

V poloviné 18. stoleti doslo jiz ke shodé védcii nad hypotézou, Ze rovnik ma tvar kruznice.
Nezodpovézenou otazkou ztstavalo, zda polomeér rovniku je stejny, vétsi nebo mensi nez
vzdalenost od stfedu Zemé k polim.

Nalezena odhadnuta rostouci regresni primka vedla k zavéru, ze Zemé ma tvar elipsoidu
protazené€jsiho smérem k pélim.

Obrazek obsahuje regresni piimky urcené pomoci popsanych algoritmt. Neuvadime od-
hady ziskané z téchto metod. Cilem této tilohy bylo jen seznamit ¢tenéare se zadanim regresni
ulohy a smyslem hledani jejiho feseni.

Pro regresni tlohy je typické, Ze se snazime najit zakonitosti. Snazime se zjistit, jak zavisi
vysvétlovand proménna Y na vysvétlujici proménné x.

8.3. Odvozeni odhadu v metodé nejmensich ¢tvercu
8.3.1. Primka prochdzejici pocatkem

Nejprve najdeme fegeni pomoci MNC pro aproximujici funkei dvou ¢g(x) = 0 a ¢1(z) = .
Jde tedy o pfimku Y = (1¢1(x) = S1x prochazejici pocatkem.
Chceme najit

min ®(5;) = min Z(Y; — Bizi)*.
i=1

Najdeme body podezielé z extrému a pak minimum pomoci standardniho postupu znamého
z diferencidlniho poc¢tu funkei vice proménnych.
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351 ZlY przi)(x;) =0.

Po tpravé dostavame

ZYz‘% —512—96? =0.
i=1 i=1
Vyjadiime
_ Z?—l Yiz;
SR

Definice 8.1 Hodnotu kriteria ® pro ziskany odhad nazyvame rezidualnim souc¢tem ¢tvercii

a oznacujeme S,.
Plati

(ZW Ble > :

Pfi pouziti této metody pfedpoklddame, ze ¥ ~ N (ﬁlx, 0?). Odhad nezndmého o2 zis-
kdme (viz [Andél]) takto s? = j j
regresni pfimky. Pro regresni pfimku prochazejici poc¢atkem je tedy s? =

Se

n—1"

Priklad 8.2 Mg¢jme médénou trubku o délce Ly = 1000 mm pii teploté to = 20° C.
Bylo naméieno, o kolik milimetri se tato trubka prodlouzi, stoupne-li jeji teplota o A° C.
Je znamo, ze pro délkovou roztaznost plati vzorec AL = alLyAt, kde « je tzv. koeficient
tepelné roztaznosti.
Zmeéna teploty At: ‘ 10 20 30 40 50 60
Prodlouzeni trubky AL:‘O,IS 0,35 0,48 0,65 0,84 0,97
Je tfeba odhadnout koeficient a. Proto provedeme tpravu dat z tabulky s cilem pfejit
na model Y; = Bx; +€;, 1 =1 ...,n, kde z; je hodnota vyrazu Lo/t v i-tém méfeni, Y; je
prodlouzeni trubky, 5 piSeme misto « a e; jsou chyby méfeni.
xi:‘l()OO() 20000 30000 40000 50000 60000
Y| 0,18 035 048 0,65 0,84 097

Vyjde n =6, 3 = 1,64 x 1075, s = 3,0264 x 10~%.
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8.3.2. Obecnd primka

Véta 8.3 V modelu linearni regrese Y = 5y + 12 jsou odhadem neznamych parametrt

50 Zz Y Zz 1 m Zz 1 %4 Z?:l z;Y;
nY i wr = (o wi)? ’

Bl _ "Z? 1 Y — Zy 1%2?—1%
nzz lx (Zz 1x1)2 7

50,51 ZY2 5023/ 512%1 (33)

Véta 8.4 Pokud vypocet neznamych parametr regresni ptimky realizujeme pro vysveétlujici
proménnou, od které odecteme stfedni hodnotu z, dostavame odhady regresnich parametri

Bl _ Z?ﬂ@i —7)Y;
Z? (2 — )2 7

Y =8+ bz =Y + fi(z — 7).

(31)

(32)

~

3027—515

Definice 8.2 Odchylky ¢, =Y, —Y; =Y, — o — fie; = Vi =Y — fi(w; —T), i =1,...,n,

se nazyvaji rezidua.

Véta 8.5 Rezidualni soucet ¢tvercii (soucet ¢tverci rezidui) je dan vztahem

n

Se = S(Bo, Br) Ze —Z = Vi =Y = Bz — 7).

=1

Definice 8.3 Kvalitu s jakou jsou data popsana regresni pfimkou, udava index determinace

I.
_ \/ S (V-
S (Y-

P1i aplikacich se mnohdy také zajimame o hodnotu Sy + 1z, kde = je néjaké dané cislo,
x € (minx;, max x;).

Definice 8.4 Uvazujme dvojici statistik T, a T} takovych, ze
P(ngﬁo—FﬁleTh):l—a.

Dosazujeme—li do Ty, Th rﬁzné hodnoty x E (min Z;, max xz> dostaneme pri spojité se méni—

vvvvv

vzdaluje- h se x od 7, sitka pasu roste.

Véta 8.6 Oboustranny intervalovy odhad hodnoty parametrické funkce 5y 4+ S pro dané
x tvoii usporadana dvojice statistik (Ty, T}):

x—x)

(34)
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. )2
Ty = Bo+ Brix + 1571—2,1—02*5\/l + % (35)

n

Véta 8.7 Uvazujme model Y; = By + Bz +¢,i=1,...,n, kde e ~ N(0,0?). Lze pak psat
Y = X3, kde B = (B, 51) a kde

Pak
= (X’X)'X'Y.

Véta 8.8 Pii vypoctech lze uzit nasledujici skutec¢nosti

XX = (' & ) ,
( Doy T Y @

X'X 1= ) 5 < ’L=nl i =1t )
( ) n i — (i )\~ Do Ti n
Véta 8.9 Varian¢ni matice odhadu je
var(B) = var[(X'X)'X'Y] = (X'X) "' X' [var(Y)] X (X'X) !
= (X'X) ' X/ (1)) X(X'X) ' = o*(X'X) 1.

Véta 8.10 Pri vypoctech lze uzit nasledujici skutecnosti

2 2 o’ Z?:1 5512 2 |1 (5)2

var(fo) = 76 = ny iy wi — (3o w)? B n > (@i =727

=11

TLO'2 O'2

var(h) = o = ST ST T Y =T

=11

Priklad 8.11 (mravenec pruzkumnik)
Mravenec priuzkumnik se probouzi pri

teploté okolo 5° C, pfi teploté 10° C uz
miuze dosdhnout rychlosti 18 m/hod.,
pii teploté 15° C vyvine rychlost 54
m/hod., pii teploté 20° C bézi rychlosti
126 m/hod., pfi teploté 25° C uhani
rychlosti 210 m/hod., pfi teploté 28° C
jeho rychlost klesa na 190 m/hod.
Bernard Werber: Mravenci, KK, 2005

Najdéte regresni primku ﬁo + ﬁlx pro zavislost rychlosti y mravence prizkumnika na
teploté okoli z. Urcete index determinace. Zkonstruujte pas spolehlivosti pro regresni piimku
a okolo regresni primky.
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mravenec pruzkumnik

250 T T T T
prumer =19.6 prumer, =120 S$;=4264 $=5559.04 o
200} ¥
= =| ©
S,.~471.84 R, =0.96914
150
-
[%2]
=]
% o
=
= 100t
50| 9
o
0 I I I I 1 1 I 1 I
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
teplota
mravenec pruzkumnik
250 T T T T IVl
R o
O mereni Fodw
Tegresni primka o ,/
===pas spolchlivesti okolo primky . ‘, o
200 ===pas spolchlivosti okelo primky \," ’f o
='='pas spolehlivosti pro primku ’.’ =i
='=1:pas spolehlivosti pro primku Pl 2

rychlost

10 12 14 16 18 tep?.l(z)ta 22 24 26 28 30
Vysledky uvadi tabulka
AEARAEEAL ARG Y; e e;
1{/10| 18| 100 180| 324| 13,37 4,630| 21,441
2 ||15| 54| 225 810| 2916|| 68,70|—14,698|216,030
3 1120{126| 400| 2520(15876((124,03| 1,974 3,896
4 |125|210| 625| 5250(44100(/179,35| 30,645|939,140
5 |128|190| 784| 5320(36100((212,55|—22,552|508,570
>°1198(598|2134 /1408099316 598 0] 1689,1

) = Do Yid i m = 2 Ty Y, _

n Z?:l a:? - (Z?:l ;)2

5982134 — 9814080  —103708
a 52134 — 982 1066

= —97,287.
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31 _n Z?:l z;Y; — Z?:l T Z?:l Y; _
n Z?:l xf - (Z?:l 7;)?
5-14080 — 98 - 598 11796
= = = 11,066
5. 2134 982 1066 T

50,51 ZY2 5OZY 51256'@3/;_

99316 + 97,287 998 — 11,066 14080 = 1689,10.

Bo + Pra = —97,287 + 11,066z,
Se ~1689,10

S, =1689,1, S?= = 563,03, S =23,728.
—2 5-2
Vipocet lze realizovat pomoci t&zisté 7 = 19,6, Y = 119,6:
i ||z Yilo — 7| (2 — %) - Y| (2 — )2 Y; €; e?
110] 18] —9,6] —172,8] 92,16] 13,37] 4,630] 21,441
2 (15| 54| —4,6]  —2484| 21,16/ 68,70|—14,698/216,030
3 20[126] 0,4 50, 0,16((124,03| 1,974| 3,896
425210] 54 1134,0]  29,16||179,35| 30,645|939,140
5 (28/190] 8.4 1596,0|  70,56||212,55|—22,552|508,570
598598 0 2359,2|  213,20/[598,00 0] 1689,1
. n ~7)Y; 23592
=z @ m DY 23592y e
ST (x—T)2 2132
Bo=Y — BT = 119,6 — 11,066 - 19,6 = —97,287.
By + Bur = —97,287 + 11,0662
S, 1689,10
S.=1689,1, S?= = =563,03, S =23728.
n—2 5—2

Urcéime index determinace

S (Y —Y)2 26105,0
I= — = = 0,969.
\/ V)2 277952

i Ym Y(Y V)| ¥ -Y|(F; - ¥)?
1 10 18|—101,6| 10322,56|—106,23| 11284,81
2 ||15] 54| —65,6| 4303,36| —50,90| 2590,81
3 120126 6,4 40,96 4,43 19,62
4 1125|210 90,4| 8172,16 59,75 3570,06
51128190 70,4 4956,16 92,95 8639,70
E 98598 0] 27795,2 0] 26105,00

Vypoctem zjistime, ze

XX =l LY > ,
( D1 T )iy 7
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XN = s (5 )

V nasem pripadé
/ 5 098
XX = ( 98 2134)

(X'X)"! = 1 2134 =98\ _ ( 2,0019 —0,0919
5-2134 —982 \ =98 5 —0,0919 0,0047 ] -

var(B) = var[(X'X)'X'Y] = (X'X) ' X [var(Y)| X (X'X) ™

= (X’X)*lX'(UZI))X(X’X)*1 = JQ(X’X)*1
Proto

5 2 _ DS — 52 l—l— _ (7)? _

var(fy) = 0% = = L — —
fo 370 wf — (D0 mi)? no oy (2 —7)?
= 563,03 - 2,0019 = 1127,1298

2 2

UCLT(Bl) =03 n = n =
b ny i — Qo m)? Y (v —T)?
= 563,03 - 0,0047 = 2,6409

Urceme interval spolehlivosti pro x = 20.

(x — )2
T, = tor e =)
d= /Bo*l-ﬁﬂ 2.1 \/ sz—x)
1 (20— 19,6)2
—-97.2 11 20— 3182 -y /= —ru L = 2
97,287 4+ 11,066 - 20 — 3,18 \/5 + 513.20 90,20
(x —7T)?
Th*ﬁO‘i‘ﬂlx‘i‘tn 2177 sz—):c)
1 (20— 19,6)2
—-97.2 11 -2 182 -4/ -+ —-——"7-"—=1
97,287 + 11,066 - 20 + 3,18 \/5 + 213.20 57,86

Dosazujeme-li do Ty, T}, rtuzné hodnoty = € (minz;, maxz;), dostaneme pii spojité se
meénicim x tzv.pds spolehlivosti kolem regresni primky.
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83

mravenec pruzkumnik

250 . . : T N
e
O mereni i
L. o4 ”
regresni primka Kl i

===pas spolchlivesti okolo primky ’.’ ,/ o
200 ===pas spolchlivosti okelo primky 2 ,’ _

='='pas spolehlivosti pro primku ’.’ =i °

='=1:pas spolehlivosti pro primku P

rychlost

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
teplota

Piiklad 8.12 (mravenec prizkumnik a vyssi teplota)

Ptepoctéte predchozi t1lohu, kdyz
navic uvazujte Sesté méteni pri teploté
30° C s naméfenou rychlosti mravence
pruzkumnika 140 m/hod.

Najdéte regresni primku 50 + le pro zavislost rychlosti y mravence prizkumnika na
teploté€ okoli z. Urcete index determinace. Zkonstruujte pas spolehlivosti pro regresni piimku

a okolo regresni primky. Pii vypoctu uzijte tabulek z predchoziho ptikladu.

mravenec pruzkumnik

250 T T T T T 7
Cd
© mereni P
——--regresni primka ’/’
———pas spolchlivosti okolo primky o
———pas spolehlivosti okolo primky ’¢°
200+ pas spolchlivosti pro primku P ,"’L
pas spolchlivosti pro primku ’p’ 9,&"
- -
rd i
"a’ L
e i °
150+ - - R
- -
= s -
- K
ko e - -
— - s
S - P L
- i -
100 - Plie Pt B
- -
4 -
P s
- -
= . o
s .
- ”
- ° s
50 ’,;" o ol
- ”
4 e ,/
e ,J
] »””
,’
0 1 | & L 1 1 1 1 1 1
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
teplota

Piiklad 8.13 (méfeni délky jednoho stupné zemépisné délky)

Okolo roku 1750 byla zorganizovana méteni délky oblouku poledniku s cilem potvrdit ¢i
vyvrétit hypotézy o tvaru Zemé jako rotacniho elipsoidu. (Na méfeni v Rimé se podili Roger

Joseph Boskovi¢ na objednavku papeze Benedikta XIV.)

<X

<X
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Vysledky uvéadi tabulka (délky oblouku jsou uvadény v toisich):

1 |zem. poloha zem. §itka L|x = sin? L|délka oblouku y
1|/Quito 0°0’ 0,0000 56751
2|Mys Dobré Nadéje|  33°18& 0,2987 57037
3|Rim 42°59' 0,4648 56979
4|Pariz 49°23' 0,5762 57074
5|Laponsko 66°19 0,8386 57422
£ 10° zemepisna mereni
5.8 T T T T T T T T
prumerX:0.43566 prumerv:57053 S§:0.07B304 53,:46707.44 i
5781 oy
$,,~56.6481 R, =0.9367 : Pt
5.76
5.74
2
g 5.72
£
<
g 57
o
o
5.68
L
""'.“ =—regresni primka
5.66 - S i - ===pas spolehlivosti okolo primky -
“t‘ G ===pas spolehlivosti okolo primky
‘,w" ='=1pas spolchlivosti pro primku
5.6 ='=1pas spolchlivosti pro primku 7
5.62 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
sin L

Vysledky uvadi tabulka

xi Y; 22| - Vs Y? Y; € e;
0| 56751 0 0] 3,2207e + 9|[56737 13,574| 184,3
0,29870| 57037(0,08922| 17037| 3,2532¢ + 9||56954 83,482(6969,3
0,46480| 56979(0,21604| 26484 | 3,2466e + 9||57074| —94,681|8964,5
0,57620| 57074|0,33201| 32886| 3,2574e + 9(|57154| —80,272|6443,6
0,83860| 57422|0,70325| 48154| 3,2973e + 9|/57344 77,897|6067,9

2,1783|285263| 1,3405(124561|1,6275¢e + 10 0]|1,6e — 10| 28630

Mot w o =

60_27, 1YZZ 1.I‘ Zz 11'1‘2?:11‘1‘}/;:
n i wi — (i %)
285263 - 1,3405 — 2,1783 - 124561

= = 56737,426
51,3405 — 2,17832 ’

51 _n zz;l ;Y — Z?:l i Z?:l Y; _
n Z?:l xf - (Z?:l ;)
5.124561 — 2,1783 - 285263
= : == 723,440
5-1,3405 — 2,17832 ’

S(Bo, £1) ZYQ 5023/ 51Z$Y—

28630,
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Bo + Pr = 56737,426 + 723,440z,

. 2. 4
Se = 2,8630e + 004, S? = 5 5 = 8635)06 —; 00 = 9,5432¢ + 003, S =97,689.
n p— J—

Priklad: méfeni poledniku

Test Hy : 1 = 0 proti H, : 51 # 0 je zaloZen na statistice T} = b; \/ZZ (TP —nT s =
723,4401+/1,3405 — 5 - 0,43572/\/9543,2 = 11,8353.

Statistika |T1| > t,_31-a/2 = t5-31-0,05/2 = 4,3027. Nulovou hypotézu zamitame.
Piiklad 8.14 (mravenec prizkumnik a vyssi teplota)

Ptrepoctéte predchozi t1lohu, kdyz
navic uvazujte Sesté méteni pri teploté
30° C s naméfenou rychlosti mravence
prizkumnika 140 m/hod.

o ‘1

Najdéte regresni primku Bo + le pro zavislost rychlosti y mravence prizkumnika na
teploté€ okoli z. Urcete index determinace. Zkonstruujte pas spolehlivosti pro regresni pfimku
a okolo regresni primky. PTi vypoctu uzijte tabulek z predchoziho ptikladu.

Vysledky uvadi tabulka

i @) Y| af|a Y| Y2 Y; e e?
1| 10] 18] 100] 180] 324] 25,11 —7,105] 50,488
2 || 15| 54| 225 810/ 2916/ 69,76|—15,765| 248,530
3 || 20[126] 400| 2520| 15876(/114,42| 11,576| 134,000
4| 25/210| 625| 5250| 44100(159,08] 50,916|2592,488
5| 28/190| 784| 5320| 36100(/185,88| 4,121 16,982
6 || 30/140| 900| 4800| 19600(203,74|—43,743|1913,438
>11128(758(3034 18880124916 598 0] 49559
BO Zz IYZZ 1% _Z?:l Z; Z?:l sz; _

nzlzl xz (Z?:l z;)?
7583034 — 12818880  —116868
N 6 - 3034 — 1282 1838

Bl _n Zy:l Y — Z?:I i Z?:l Y; _
n Z?:l r7 — (Z?:l ;)
6-124916 — 128 - 758 16256
= = 89319
6-3034 — 1282 1838 ’ ’

S(Bo, 51) ZY2 BOZY 512%3/1—

124916 + 64,2132 758 — 8,9319 18880 = 4955,9.

—64,2132

Bo + Bir = —64,2132 + 8,9319z

S, 4955,9
S, = 4955.9, S? = = = 1238,98, S = 35,199.
n—2 6-—2

<X
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mravenec pruzkumnik
250 ‘ : ‘

>
”
© mereni P
——--regresni primka ’/’
———pas spolchlivosti okolo primky s
———pas spolehlivosti okolo primky Py
200+ pas spolchlivosti pro primku ’t’ VVVVV
pas spolchlivosti pro primku T 9,-’
”ﬂ ’,t‘
- e
f" f"‘
i~ 2 (]
- T
TR I . ]
7 o -
= L S
S | R
I I g -7 -
By | ‘f" -----
- Pl -
100 - - =
- -
' %o
y e ’¢”
-
l"" r"
e o
- -
- ° s
50+ i o E
ST P
i e
e ,/
(] »””
,’
0 L L I L L L L L L
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
teplota

8.4. Kvadraticka regrese

Vé&ta 8.15 V modelu kvadratické regrese Y; = By + 1 + Box? + €;1ze odhad B ziskat opét z
maticového vztahu

B =(X'X)'X'Y, (36)

1 @y 22
1 @9 23

noYu Nl
XX = S Y Sal |, (37)
L S St Sl

Y
XY = | Y wY;

Y

Priklad 8.16

Uvazujme priklad mravenec prizkumnik a vyssi teplota. Najdéme kvadratickou aproxi-
maci.

V nasem piipadé dostavame

110 100
1 ;g igg 6 128 3034
X=| 5565 |- XX=( 128 3034 76052 |, (38)
L 98 787 3034 76952 2035906
1 30 900
738 ) —248,4195
XY= 18280 | 8= 30,3290

470560 —0,5450
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Pro rezidualni soucet ¢tvercii plati
n n n n n
Se=S(bo,brbs) =) €= YP=boy Yi=b) aYi—b) aiVi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Se
n—3"°

Pro odhad disperze pak plati s> =
V nasem piipadé dostavame

0,3684
83,8857

o | 140,1519 - .S
1601671 | @ S = 43008, s = o= = 86,0047,
173,4957
170,9312

Provedte také testy:

a) Hy: B1 =0 proti H, : f1 #0

b) H0:52:OprotiHa:527éO,

C) H(] . (ﬁl,ﬁg)/ =0 pI'Oti Ha . (61, 62)’ # 0.

Test Hy : f2 = 0 proti H, : B # 0 (test linearity regrese proti alternativé kvadratické

regrese) je zaloZzen na statistice Tp = \/bj = T 09‘1(;"12?355 =< —9,5366
§v22 ) =) 0™

Statistika |T5| > t,,_31-a/2 = t6—31-0,05/2 = 3,1824. Nulovou hypotézu zamitame.

Test Hy : (f1,32) = 0 proti H, : (f1,82) # 0 je zaloZen na statistice

1 v vie\ (b
7 (b b 11 V12 AN
282( 1:6) <U21 V22 by
Statistika |Z] = 138,4594 > F5, 31— = Fh31-005 = 9,5521. Nulovou hypotézu zami-
tame.

Zavér: zamitame hypotézu Hy : (1, f2) = 0.

mravenec pruzkumnik
250 .

o
200+ 4
]
150 /,/‘ J
- °
-
7 il
o i
—_ i
I 100 - 4
Fd
e o
e
A ]
50 Y, 4
Vs
Ve
o,
o & N
v
’
.50 1 1 1 | 1
5 10 15 20 25 30 35

teplota
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<X

8.5. Regrese se dvéma nezavislymi proménnymi

Najdéte odhady parametry [y, 51 a (2 tak, aby platilo Y; = Bo + ﬁlxi + Bgzi + &;.

Véta 8.17 V uvedeném modelu regrese se dvéma nezavisle proménnymi 1ze odhad B ziskat

opét z maticového vztahu

11’1 1
].lL‘Q Z9

1z, 2,

Piiklad 8.18 (savci)

B =(X'X)'X'Y,

XX =

XY =

n

.Y
Z x;Y;
Z 2Y;

> Ti
DT ZIE? > Tizi
D% ) Tizi ZZ?

>z

Pokusime se u savcll popsat zavislost
podilu télesné vahy potomk® po naro-
zeni a vahy matky (ozn. Y, v %) na

délce téla matky (ozn. z, v metrech) a
dobé biezosti (ozn. z, v mésicich) .

1 |savec Y; T Z;
1.|hrabos |53,00%| 0,14| 0,66
2.|maly pes|30,00%| 0,50| 2,07
3.|antilopa [10,00%| 1,90{10,50
4.|8impanz | 4,25%| 1,30| 8,30
5. plejtvak | 1,00%|25,00]12,00
V nasem piipadé dostavame
1 0,14 0,66
1 0,50 2,07

X=1]1 190 10,50

1 1,30 8,30
1 25,00 12,00

98,25 \
XY=|7195]| 8=
249,36

49,9601
0,2003
—4,2448

Pro rezidualni soucet ¢tverci plati

Se = S(B(),Bl) = Zef = ZY;-Q — b Z%‘Y? - 5222}‘3?-
i=1 i=1 i=1

Pro odhad disperze pak plati

, X'X =

5,00 28,84 33,53
28,84 630,57 331,87
33,53 331,87 327,87

prvky matice(X'X) ™" ozn.v;;

n
1

=

9

Y

(39)

(40)

(41)
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V nasem piipadé dostavame

44,1865

A 38,2735 g

Y =| 2,7703 |, S, =2582841, s?®=_—"=129,1421.
11,9887 5-3
1,0309

100~

@
3
!

N
s

'S
o
!

20

osa Y (podif na telesne vaze)

osa x {defka)

osa z (pocet mesici)

Y = By + B + Poz = 49,9601 + 0,2003z — 4,2448% .

U zZeny s vyskou 165 cm, dostavame odhad Y = 49,9601 + 0,2003 - 1,65 — 4,2448 - 9 = 12,08%,
coz je velky podil télesné vahy matky a ditéte — odhad nasvédcuje na dvojcata.

Pozn.: Pti hledani odhad nezndmych parametri regresni primky je tfeba vzdy posou-
dit, zda lze opravdu zavislost zvolenym modelem aproximovat. Realita mtze byt mnohem

vvvvvv

miize vést k tragikomickym zavértm.

Vhodnost modelu je mozné ovérit pomoci vhodnych testi.

a) Test Hy : i = 0 proti H, : 1 # 0 je zaloZen na statistice T} = ‘/35211111 B
0,2003 _
JTI0 11210005 — 0,2940.
Statistika ‘T1| < tn—3,1—a/2 = t5_3’1_0705/2 = 4,3027. Nulovou hypOtéle nezamitame.
b) Test Hy : By = O proti H, : B2 # 0 je zaloZen na statistice T, = —2— =
s2v92
—4,2448 B V

Statistika |T5| < t—31-a/2 = t5-31-0,05/2 = 4,3027. Nulovou hypotézu nezamitame.
c) Test Hy : (f1,32) = 0 proti H, : (f1,B2) # 0 je zaloZen na statistice

1 v v\ B
7 5 A 11 V12 AN
252 (B 62) (1121 V22 Ba
Statistika |Z| = 6,3464 < F5,,_31-0 = F521-005 = 19. Nulovou hypotézu nezamitame.

Zavér: nelze zamitnout hypotézu Hy : (01, 52)" = 0.
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8.6. Regrese — periodicka funkce

Priklad 8.19 V tabulce jsou uvedeny primérné meésic¢ni teploty Y v Dunaji v Bratislavé.

12
3,5

11
6,0

10
10,2

9
14,9

8
18,4

7
19,9

6
17,6

4
0,7

5
14,6

2
1,9

3
6,0

1
1,3

X;
Y;

Najdéte aproximaci trigonometrickym polynomem prvniho stupné ve tvaru

Y, = By + b1 sin(%xi) + By cos(%xi) +e 1=1,...,12.

Ulohu pfevedeme ne regresi se dvéma nezavislymi proménnymi. Zavedeme substituci

t; = sin(gz;) a z; = cos(§x;).
V uvedeném modelu regrese se dvéma nezavisle proménnymi lze odhad 3 ziskat opét z

maticového vztahu

B =(X'X)"'X'Y, (42)
1t = 1 sin(§) cos(%)
X 1Lty [ _ | 1sin(5) cos(3)
1 t, z, 1 sin(27) cos(2m)
V nasem pripadé
1200 124
X'X=1060], XY=|-286224
006 45,6559
00833 0
0, 1667 0o |,
0,1667
124
XY = | —28,6224
—45,6559

Odtud po dosazeni dostavame

) 10,3333
B= | —4,7704
—7,6093

2 S :Zzl b Yi byl tYi — bQlezlY;_O72107
n—3 n—3

Regresni funkce je

Y = 10,3333 — 4,7704 sin(%x) — 17,6003 cos(%x) .

<X
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zavislost teploty Dunaje
T T

2zt
=
:: 10
£ sl
’ : kalendarﬁni mesic ’ * ”
a) Test Hy : 81 = 0 proti H, : f; # 0 je zaloZen na statistice 77 = ﬁ; = —25,458.
$4v11
Statistika |11 | > t,—31-a/2 = t12-3,1-0.05/2 = 2,2622. Nulovou hypotézu zamitame.
b) Test Hy : o = 0 proti H, : B3 # 0 je zalozen na statistice Ty = 622 = —40,609
§°V22

Statistika |T5| > t,—31-a/2 = t12-3,1-0,05/2 = 2,2622. Nulovou hypotézu zamitame.
c) Test Hy : (f1,32) = 0 proti H, : (B1,82) # 0 je zaloZen na statistice

1 v via ) B
7= — (B} 11 V12 AN
252 (51 2) (021 U2 B2
Statistika |Z| = 1148,6 > F5,,_31-0 = F291-0.05 = 4,2565. Nulovou hypotézu zamitame.

Zavér: nelze zamitnout hypotézu Hy : (01, 52)" = 0.
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Nelinearni regrese

9.1. Linearizace

V piipadé nelinearniho modelu Y = ¢(x, 8) nelze vypocet realizovat pfimo metodou z
predchozi kapitoly. Nicméné lze uzit Taylortiv rozvoj nelineérni funkce v bods 8%, kde B8
je priblizné feseni aproximacni tlohy.

Predpokladejme, ze méreni — ndhodny vektor Y vyhovuje nelinedrnimu regresnimu mo-
delu

Y =¢(B)+¢e, €~ N,(0,0°V), (43)

kde ¢ : R* — R" je zndm4 neline4rni funkce, 3 € R* je neznadmy parametr, R* je para-
metricky prostor a V je znamé pozitivné definitni matice. Dale uvazujme bod 3° € R* a
jeho okoli O(B") v parametrickém prostoru R¥ takové, ze skuteéna hodnota parametru 3 se
nachazi uvnitt O(3°).

Dalgimi predpoklady pro nas model (43) jsou:

(1) model je regularni v bodé 8%, t.j. 7(F) = k kde F = 8(8%,6) |Bo;
(2) pro libovolné B € O(B°) and Vi, j,l € 1,.... k : 3;[3;(]@ _0.
Uvedené predpoklady na model (43) vedou k tomu, Ze parametricky prosto R* miize byt
ztzen na mnozinu O(B°), a model mtize byt aproximovan kvadratickym modelem, t.j.

Y — ¢y~ N, (FB8 + 3x(08),0°V) , B € O(8") (44)

kde
Hl(éﬁ)a
by =d(B8°), K(0B) = : ,
/in((S,B),
k(68) = (B— B hi(B— B, b= 288D i1

Linearizaci kvadratického modelu (44) zanedbavame ¢leny Taylorova rozvoje druhého a
vyssiho fadu. Vysledny linearizovany model mé tvar

Y ~ N, (¢, + FsB,0°V), (45)
kdep, = ¢(8°), F = %,C(i@”ﬁo and 68 = B — B°. Za specialnich okolonosti 3° = 0 a
q,’)(ﬂo) = 0 miizeme lineari model zapsat

Y ~ N, (F,B, O’QV) ) (46)

Je dtllezité si uvédomit, ze volba pocatetniho parametru 3° hraje viznamnou roli v celém
procesu linearizace. Nepfijatelny odhad parametru B mize byt zptsoben malo kvalitnim
pocatecnim feSenim. Z téchto divodu se urcuje tzv. linearizacni oblast pro diference 643,
které jsou akceptovatelné pri linearizaci modelu.

92
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9.2. Priklad

Megjme k dispozici méfeni napéti (osa y) pii riznych koncentracich roztoku x zndzornéné
na obrazcich.

360

— ° —
2300 2 -380- ®
E . E .
El ]
R 3 £
£ 050 £ 400 .

_400 . -420 ® eee® ® o o o °

3 ee 000000
50 o 440
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 4 6 7 8 9 10
Concentration [mmol/L] Concentration [mmol/L]

Uvazujme, ze zavislost mezi potencidlem a koncentraci je dana funkci

fa(B,z) = Prx + Bo + B3|z — B, (47)

kde proménné x reprezentuje koncentraci a 31, B2, 03, 84 jsou neznamé parametery. Parametr
[4 ma specialni vyznam, urcuje bod zlomu. Uvazujeme a to je velmi dilezité si uvédomit, ze
hodnoty koncentraci jsou dany deterministicky (tedy jsou méfeny bezchybné).

VSechna méteni napéti vytvari n-dimenzionalni ndhodny vektor Y, pro ktery uvazujeme
nelinearni regresni model

Y = ¢(8) +e, e~ N,y(0,0°V), (48)

kde ¢,(B) = fa(B,z;) Vi = 1,...,n, x; jsou hodnoty odpovidajici méfeni Y;. Nejistota
méfenych dat je popsana smérodatnou odchylkou 0,5 [mV], takZe kovarianéni matice méa
tvar 02V = 0,25 - IL,.

V dalsim kroku provedeme linearizaci modelu (48). PouzZijeme postup popsany v pied-
chozi podkapitole. Uvazujme poc¢atecni feseni 3° = 0 a ¢(B°) = 0, pak nas linearizovany
model m4 tvar

Y ~ N, (FB,0°V),
kde

F. - 8fA(xi7/80) _ (afA(xlnBO) afA<:Cia/60) afA({EiaﬁO) 8fA($17/80)) —
" op' g 9B T 0B T OB
= ($171,|$i_62‘>|$i_62|(_5§)), i:1,...,n. (49)

=0, x+0,+0,1%-6, | =0, x+0,+0,1x-0, |

1 X005 X0 estimator (datasouckovazC3): 360 1 X0y 051X
0,-19.6041 var(o,)-0.33259% 2
0,-303.0844 r(6})-2.4003%

estimator (measurement 2):
0,=17.6465 var(0,)-0.786872
0,=340.9905  var(9,)-3.4367°
,-18.998 var(0,)=0.78687°
6,-4.8555 var(s,)-0.05959%

&
8
S

0,-23.4 var(6,)=0.:
> ) -2
6,-6.7492 var(s,)-0.040683% Sen

index of determination R=0.99975
07173637

&
]
-]

index of determination R=0.997

-400 o?=2.0783%

Potential [mV]
Potential [mV]

A
S
S

-420

'S
&
-]

-440
1 12 4 5

3 4 5

6 7 8 9 10
Concentration [mmol/L]

6 7 8
Concentration [mmol/L]

Vypocet neznamych parametri je zaloZen na vztazich z ¢asti 7.6.4, zejména na

B=(FF)'FY, (50)

~

var(B) = var[(F'F)'F'Y] = (FF) 'F'[var(Y)|F(F'F) ! =
= (F'F) 'F' (¢ 1))F(F'F) ! =o*(FF) " (51)
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Meétena data pro dvé rizna méfeni a jejich aproximace zvolenou funkci jsou ilustrovany
na obrazku.

Dalsi moznosti pfi aproximaci dat nelinearni funkci je pouzit Levenberg—Marquardtiv
algoritmus.



10
ANOVA

10.1. Jednoduché tridéni

Méjme realizace ndhodnych veli¢in

lela }/127 ey }/‘17“
}/217 }/227 cety }/217,2

Ykl; Yk27 LR Yknk
které jsou nezavislé a pro které plati Y;; ~ N(u;,0?). Uvazujeme tedy, Ze vSech k vybéri ma
shodny rozptyl, stredni hodnota miize byt odlisna.
Ozna¢me Y,; = %Zyzl Y;; prumér v i-tém vybéru, Y ; = %Zle Y;; pramér j-tého
sloupce, YV = Zle > i, Yi; primér ze vSech pozorovani.
Definujme rezidualni souéet étverci S5, = 3% | > i1 (Yij=Yi)?, celkovy soucet ctverct
k ng X~
SSr =3 i 2 (Y =Y )%
Pro vektor _ —
d=Y — 0 — ce
(Y. =Y )ny)
plati
k
|d|| = SSa=SSr— 88 => ni(Y; - Y.)>
i=1
Zde jsme pouzili symbol S4 pro soucet ¢tvercl vysvétleny faktorem A.

Testujme hypotézu Hy : p1y = pg = -+ = g proti alternativé H, : ¢,5 € {1,2,... k} :
i # fj-
Testovou statistikou je
Ss
o 1 _ MSy
= 88, :
o2t MS,

Hodnota MSx se nazyva primeérny c¢tverec.
Tato testova statistika ma Fisher-Snedecorovo rozdéleni o (k—1,n— k) stupnich volnosti.
Obvykle se cely proces vypoctu zapisuje v tabulce analyzy rozptylu jednoduchého t¥idéni.
ANOVA table — v Matlabu pfikaz anoval

zdroj soucet stupné prumérné testova
variability ¢tvercd volnosti ¢tverce statistika
radky (oSetfent) SSy k—1MSy=S5S4/(k—1) F
rezidualni SS. n—k -
celkovy ‘ SSr n—1 - -

Pokud zamitneme nulovou hypotézu o shodé stfednich hodnot, zajimame se o radky,
které zptisobily jeji zamitnuti. K tomu se uzivd nékolik metod (Schéffe, Tukey).
Ukazeme si nyni pouziti Bonferroniho metody mnohonésobného porovnani. Tato metoda

povazuje za riizné ty vybéry, které vyhovuji nerovnici |Y;. —?j.| T \/& (i — i) )

n—k \ n; n;

95
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Symbol m zde predstavuje pocet v8ech moznych porovnavanych dvojic, tedy m = k(k —

1)/2.

10.1.1. Bartlettuv test

Pted pouzitim popsané testové statistiky je tfeba otestovat shodnost rozptyli jednotli-
vych vybért. Vétsinou se pouziva Bartlettiv test. Alternativou je pouziti Leveneova testu,
Cochranova testu, Hartleyova testu nebo Brown-Forsythova testu.

Ozna¢me

1

S? =
n—k

k  n; k

T \2 ni—1
Yy —Ys) _Zn—ksi'

i=1 j=1 i=1

Bartlettuv test ma testovou statistiku

B = é ((n —k)log S* — Z(nl - 1)10g51~2> =

i=1

k
_TL—k’ 2 nz—l 2
= <logS g — 1ogSi>7 kde

=1

k
1 1 1
R _ |
T (Zni—l n—k)

i=1
Testova statistika B ~ x3_,. Za predpokladem pouZiti tohoto testu byva povaZovan rozsah
vybéri n; > 6.

Pokud zamitneme nulovou hypotézu o shodé rozptyli nelze pomoci ANOVY testovat
shodu stfednich hodnot. V takovém pripadé pouzivame misto ANOVY neparametricky
Kruskal-Wallistiv test.

10.1.2. Priklad

Cilem tlohy je ovérit, zda se lisi produkce semen smrku v rdmci dané populace. K zod-
povézeni této otazky byl nahodné vybran urcity pocet stromii a u kazdého z nich se stanovil
pocet semen X;; v ndhodné vybranych siskach.

strom ¢.

33 35 36 34 35 36
36 38 35 35 35 37
39 35 37 36 37 38
42 43 46 42 44 42
44 45 42 44 41 43
39 40 43 39 41 42

AN R i e
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X; s? In SZ2
209/6=34.833 1.3667 0.3124
216/6=36.000 1.6000 0.4700
222/6=37.000 2.0000 0.6931
259/6=43.167 2.5667 0.9426
259/6=43.167 2.1667 0.7732
6 244/6=40.667 2.6667 0.9808

48 1409/6=39.139 2.0611 0.7232
Otestujeme nejprve pomoci Bartlettova testu shodu rozptylt. Dostavame

6
1 1 1 1 .1 1
C=1 — =14 —6(- — —=) = 1,067.
+3(6—1) (26—1 36—6) +15 (5 30) ’

i=1

S

SR it ot d e M
oo oo

Hodnota C' byva jen o mélo vétsi nez 1. Testova statistika ma hodnotu

6
1
’ =1

Hodnota testovaci statistiky je mensi nez kritickd hodnota x2_;(1 — 0,05) = 11,07. Neza-
mitame nulovou hypotézu o shodé rozptyld v jednolivych vybérech. Mizeme tedy pouzit
metodu analyzy rozptylu.
Zavérecna tabulka:
ANOVA table — v Matlabu pfikaz anoval

Source SS df MS F
Rows 406.47 5 81.2944 39.442*
Error 61.83 30 2.0611

Total 468.00 35

Prislusny kvantil na zvolené hladiné vyznamnosti o = 5% je Fj_1 n—k(a) = F530(0.05) =
2,5336.

Vysledek analyzy variance je skuteéné vysoce priikkazny. Lze tedy zamitnout nulovou
hypotézu, ze produkce semen se v populaci smrku vyznamné nelisi.

10.2. Dvojné tF¥idéni bez interakci

Zdrojem variability nemusi byt jen fadky (oSetfeni) ale i sloupce (faktory). V této ¢asti
budeme testovat vliv fadkovych a sloupcovych zdroji variability, coz budeme oznacovat jako
dvojné tiidéni bez interakci.

Uvazujme, Ze stfedni hodnoty u;; = 1+ a; + ;.

Testujme hypotézu Hy : a; = 0, 3; = 0 proti alternativé H, : oy # 0, 5; # 0.

Testovou statistikou je

SS
F_ (o1 _ MSx
T ST MS,

(n—1)
Hodnota MSx se nazyva prumérny ¢tverec. Zapisem MSx se mysli MS,4 resp. MSg.
k n SV SV Y S

SSap =3y 2y Yigny, (Vi =Y =Y ; +Y )% B

Celkovy soucet &tverci je SSp = S0, S8 o (Yigs =Y )2

Vypocty jsou pomérné naro¢né na pocet operaci. Analyza se vétsinou provadi v softwaru,
ktery ma knihovnu pro ANOVU. Vysledek vypoctu byva prezentovan v zavérecné tabulce
ANOVY, coz je demonstrovano na piikladech.
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10.2.1. Priklad

Lisi se obsah celkového dusiku v kefovitém stepnim porostu v zavislosti na tom, zda (1)

je puda ve svrchnim nebo spodnim horizontu, (2) zda je v blizkosti kefe nebo v otevieném
porostu?

Lokalita svrchni horizont spodni horizont
Ptda v blizkosti kefe: 56, 48, 60, 49, 52, 67, 62|39, 37, 46, 51, 49, 41, 44
Ptda v otevieném porostu:|51, 48, 41, 38, 60, 45, 52|28, 27, 38, 16, 31, 22, 18
Celkem
Lokalita svrchni horizont spodni horizont
Ptda v blizkosti kere: X11. = 3947 X12. = 307, Xl.. = 701,
r11. = 56.3 T192. = 43.9 .. = 50.07
Puda v otevieném porostu:| Xz, = 335, Xoo. = 180, Xs. =515,
xro1. = 47.9 €T992. = 25.7 9. = 36.79
X1 =729, X o =487, X . =1216,
x1. = 52.07 ro =34.79 |x. = 43.4286

Po dlouhém vypoctu uréime »- 373" X7, = 57444. Pak jiz mizeme snadno urcit Sy a
SA; SBa SE'

Zavérecna tabulka:
ANOVA table — v Matlabu ptikaz anova2

Source SS df MS F
Rows 1235.57 1 1235.57 23.62*
Columns 2091.57 1 2091.57 39.98*
Error 1307.72 25 52.31

Total 4634.86 27

FI—l,n—I—J+1(a) = F1’25<0.05) = 4.2417
Zavérecné komentare:
Jde o ptiklad s dvéma nezavislymi kategoridlnimi proménnymi (horizont a stanovisté);
zavisld proménna je velikost jedinci. Analyzovali jsme dvojnou (dvoucestnou) ANOVOU.
Vliv stanovisté (F4 = 23.62, signifikantni), vliv horizontu (Fj = 39.98, signifikantni).

Poznamka k zalozeni pokusu: jednoduchou dvoucestnou ANOVOU lze analyzovat jen
tehdy, pokud vzorky z obou horizont jsou nezavislé (¢ili vzorek z horniho horizontu neni
odebiran na stejném misté jako vzorek ze spodniho horizontu).

10.3. Analyza rozptylu — dvojné tridéni s interakcemi

Zdrojem variability nemusi byt jen fadky (oSetfeni) a isloupce (faktory) ale i jejich in-
terakce.

Uvazujme, Ze stfedni hodnoty j;; = o+ o; + B; + 7ij.

Testujme hypotézu Hy : a; = 0, 3; = 0,7,; = 0 proti alternativé H, : oy; # 0, 5; # 0,7v;; #
0.

Testovou statistikou je opét stejna

MSx
MS,

Zapisem MSx se mysli MS 4, MSg nebo MS 4.

F=
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10.3.1. Priklad

Lisi se velikost dospélych octomilek v zavislosti na vyzive a genotypu? Samicky od obou
genotypl byly péstovany na tfech druzich vyzivy. Jedinci nésledujici generace byli zméteni.

Hodnoty jsou v relativnich jednotkéch.

genotyp vyziva 1 vyziva 2 vyziva 3
1. 18,17,18,16,21,20,18,19 26,25,26,29,22,22,20,23 28,21,29,31,26,25,23,28
2. 13,19,18,15,16,18,14,17 18,16,18,19,17,19,20,18 22,26,17,19,27,21,24,23
Celkem
vyziva 1 vyziva 2 vyziva 3
genotyp 1. X11, = 147, Xlz, = 1937 X13, = 211, Xl,, = 551,
11, = 184 12, = 241 xr13. = 264 1., = 230
genotyp 2. Xa21. = 130, Xa2. = 145, Xa3. = 179, Xo.. = 454,
21, = 16.3 o2, = 18.1 Xro3. = 22.4 o, = 18.9
X1. =277, X9 =338, X3 =390, X. =1005,
r1. =173 xz2 =211 x3 =24.4|x. . = 20.9375

Z4avérecna tabulka:

ANOVA table — v Matlabu pfikaz anova?2

Source SS df MS F Prob>F
Columns [399.875 2 199.938 30.55 0
Rows 196.021 1 196.021 29.95 0
Interaction| 30.042 2 15.021 2.3 0.1132
Error 274.875 42  6.545

Total 900.813 47

Fro1n_1.5(a) = F1 45(0,05) = 4.0727

Zaveérecné komentéare:

To je ptiklad s dvéma nezavislymi (faktoridlné kombinovanymi) kategoridlnimi promén-

nymi; zavisla proménna je velikost jedincti. Analyzuje se dvoucestnou ANOVOU.
Vliv genotypu (F4 = 29.95), vliv vyzivy (Fp = 30.55) a interakce (Fap = 2.30 - ta jedind

neni signifikantni na (a = 0.05).

Poznamka k zalozeni pokusu: data lze jednoduse takto analyzovat jen tehdy, pokud jsou
si vSichni jedinci stejné pfibuzni. To znamen4, Ze bud vsichni jedinci jednoho genotypu musi

byt potomky jedné samicky (ale pak je riziko, Ze se netestuje genotyp, ale efekt matky, at
uz je to cokoli) nebo od kazdé samicky kazdého genotypu se musi vybrat jen jeden potomek
(a sami¢ek musi od kazdého genotypu byt hodné). Ve vSech ostatnich ptipadech by vznikl

dalsi faktor ”"samicka”, viazeny do faktoru ,genotyp*.



Rizeni jakosti
11.1. Analyza zpusobilosti

Zpusobilosti vyrobniho procesu (process capability) se rozumi jeho schopnost trvale do-
sahovat pfedem stanovena kriteria kvality. Je samoziejmé vhodné zptisobilost vyjadiovat
kvantitativné, tedy néjakym ¢iselnym ukazatelem. Pii konstrukcei téchto ukazatelt je vyza-
dovana z hlediska vypoctového jednoduchost, srozumitelnost a dobra vypovidaci schopnost.
Dalsim pozadavkem je univerzalnost. Z tohoto hlediska se takovy univerzalni ukazatel jen
tézce hleda a i kdyz existuje pomérné mnoho ukazateld pro posuzovani zpiisobilosti procesu,
kazdy je pouzitelny jen pfi splnéni urcitych konkrétnich predpokladii. V praxi naptiklad ne-
byvé splnén casty pozadavek uzivany v matematické statistice: normalita dat. Ve vyrobnich
procesech se casto objevuje spiSe rovnomérné rozdéleni.

Cilem hodnoceni zpisobilosti technologického procesu je obvykle sledovat:

(1) schopnost procesu udrzet cilovou hodnotu (target value T') ukazatele kvality,
(2) miru variability kolem cilové hodnoty.

Pokud se honoceni zpiisobilosti provadi, omezuje se prakticky vyhradné na vypocet nek-
terého z tzv. indext zpusobilosti. Pii komplexnim hodnoceni zptsobilosti by ale mély byt
provedeny tyto kroky:

(1) test predpokladi, za kterych lze pouzit vybrané ukazatele zpusobilosti,
(2) vlastni vypocet vybranych ukazateli,
(3) testovani vyznamnosti vypocitanych ukazatelii a jejich vyuziti k analjze vyrobniho
procesu.
Pro méritelné i nemétitelné atributy se zptisobilost procesu vyjadiuje procentem vyrobki,
které vyhovuji pozadovanému ukazatelu kvality. Oznacime-li relativni ¢etnost Spatnych vy-

robku

__ pocet nevyhovujicich vyrobkii mezi sledovanymi

V =

52
celkovy pocet sledovanych vyrobki ’ (52)

pak zpusobilost bude procento vyhovujicich vyrobk
C=100(1-V). (53)

U tohoto ukazatele neni obecné stanovena obecné platnd minimalni hodnota C'. Obvykle
prfijimand troven je 98-99%.
cesu a ze je tento proces statisticky zvladnut. O znaku jakosti dale predpokladejme, Ze je to
nahodné veli¢ina s normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou p a smérodatnou odchylkou
0.

Stfedni hodnota sledovaného znaku udava hodnotu nastaveni (sefizeni) vyrobniho pro-
cesu. Je-li toto nastaveni spravné, méla by byt tato hodnota ve stfedu toleranc¢niho pole.
Tedy o stfedni hodnoté ;2 by mélo platit:

_ USL + LSL
=
kde USL a LSL jsou mezni hodnoty.

100
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11.2. Indexy zpusobilosti

Zpisobilost vyrobniho procesu mérime indexy zptisobilosti.

Specifikace vyrobniho procesu je urcena trojici (,7,). Skuteéné dosahovana piesnost
je vyjadiena rozptylem, a je znamo, %e ma-li soubor normalni rozdéleni N(u,o?), pak v
intervalu (p—30, u+30) lezi 99,73% hodnot. Délka tohoto intervalu je 6. Porovnanim délky
intervalu (, ) a intervalu 60 ziskdme piedstavu o poméru pfredepsané a skuteéné dosahované
presnosti. Na tomto principu jsou indexy zptusobilosti konstruovany:

délka intervalu, kde maji byt vSechny hodnoty

(54)

zpisobilost =

P délka intervalu, kde jsou vSechny hodnoty

Nejznadméjsi je index zptisobilosti vyrobniho procesu (Process Capabibility Index) Cp,
ktery vypocitame podle nasledujiciho vzorce:

L — LSL
Cp =PCI = u (55)
6.0

V normé CSN ISO 8258 se index zptisobilosti znaci zkratkou anglického nazvu PCI.
Koeficient zptsobilosti mtize nabyvat rtiznych hodnot:

1) C, = 1: To je napf. tehdy, kdyz znak jakosti ma normalni rozdéleni, i je ve stfedu
toleran¢niho pole, pak 99.73% vyrobki, které jsou vysledkem vyrobniho procesu,
je jakostnich, nebot pro normalni rozdéleni plati, Ze v intervalu u — 30 , u + 3o
(interval o 8ifce 60) lezi 99.73% hodnot. Pro C, = 1 je 8ifka toleran¢niho pole prave
rovna 60. V normé CSN ISO 8258 je uvedeno, Ze proces je stézi zptisobily.

2) C, > 1: V tomto ptipadé, je jesté vétsi procento jakostnich vyrobki. Plati, Ze sitka
toleranc¢niho pole je vétsi, nez 60. Proces je zptisobily. V praxi se pozaduje minimalni
piipustna hodnota C, = 1.33.

3) C, < 1: Za této situace je polet vyrobku, jejichz znak jakosti lezi vné toleranc-
niho pole, vétsi nez 0.27% a vyrobni proces je povazovan za nezpusobily. Kromé
indexu C), ktery porovnava pouze variabilitu a nekontroluje polohu rozdéleni se
uzivé index Cp, ktery polohu rozdéleni zohlednuje. Tento index je definovan jak
pro jednostranné, tak pro dvoustranné mezni hodnoty dané technickym piedpisem:

Pti predepsané dolni mezni hodnoté

i — LSL
Cpk - C1pL = T 5
Pti pfedepsané horni mezni hodnoté
USL — u
Cpr = Cpy = ETE

P1i pfedepsané dolni i horni mezni hodnoté

Cpkz = min {CpL, CpU} s
Stfedni hodnota v téchto vztazich je odhadovina jako primér z vybérovych primér,
tj. X a o napf. 3. Ze vzorcii pro Cpr je patrné, Ze méni-li se soucasné variabilita i poloha
rozdéleni, nemusi dojit ke zméné hodnoty C,, proto je vhodné uvadét soucasné hodnoty
obou koeficient zpiisobilosti.
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Grafickd podoba diagramt je na obrazku. Byl méfen proces se stfedni hodnotou p = 5
a zkouman rozptyl kolem této hodnoty. Regula¢ni meze byly nastaveny na p — 30 a p+ 30,
protoZe v tomto intervalu m4 proces s normalnim rozdélenim 99.73% hodnot.

V programech na podporu fizeni jakosti je mozné se setkat i s indexem zptisobilosti Cy,,
(Taguchiho index zpitsobilosti):

~ USL - LSL
6./02 4 (u—T)%"

kde T je optiméalni hodnota, ktera by méla lezet ve stiedu toleranc¢niho pole. Tento index
tedy zohlednuje nejen variabilitu samotného znaku jakosti ale i rozptyl stfedni hodnoty znaku
kolem optimalni hodnoty 7.

07 T

pm

08 LsL usL 1 08 LsL s usL b
C =1 ks C =1
: o

osl- ! S —_ i C,,-0.67 1

10 12 14

Rzné situace rozdéleni hodnot sledovaného znaku jakosti v tolerancnim poli a jejich
klasifikace pomoci indexu C), a Cp,

07 T T T T T T 0

o8l iLsL usL 4 osp iLsL usL

o5 i C,-0.33 1 ost c -0
041 : Ei 04f
03F § 4 03f
021 1 02k

o1 H 1 oif

Riizné situace rozdéleni hodnot sledovaného znaku jakosti v tolerancnim poli a jejich
klasifikace pomoci indexu C), a Cp,

cp:z & =2

ok

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Lo

Rtzné situace rozdéleni hodnot sledovaného znaku jakosti v toleranénim poli a jejich
klasifikace pomoci indexu C), a Cp,
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Piiklad
Ve slévarné ma byt zhotoven vyrobek, ktery obsahuje cilovou hodnotu 7" = 15 jednotek
jisté pfimési. Objednatel dale ptredepsal ptipustné dolni a horni tolerance LSL = 10 a

USL = 18 jednotek.

Vyrobce se snazi snizit vyrobni néklady, pfimés je totiz velmi drahd. Bude pro néj vy-
zek, ze odbératel pri testovani kvality dodavky zna jediny trik — strategii vypoctu indexu
zpusobilosti Cyy.

Pti poradé reditel, technolog vyroby a manazer kvality zvazuji vhodnou strategii vyroby.

Pozadavek od odbératele na hodnotu indexu zptisobilosti je jako vzdy Cp, > 1.

Vypocet se provadi vztahem

Cpk = min {CpU, CpL} y (56)
—p
kd = —
(§ OpU 30 s (57)
M_
Cor = —.
Pk 30

Jelikoz i posledni zakazku odbératel bez pripominek pievzal, ma nyni slévarna prostiedky
na zakoupeni dokonalejsiho zafizeni. Technolog tak muze slibit, takoika jakoukoliv disperzi
hodnoty pfimési ve vyrobcich.

Manazer kvality mtZze demonstrovat, jaky index zptisobilosti Cp; ur¢i odbératel napt.
pro nasledujici (hypotetické udaje) vysledkti méfeni:

X =[13,0,12,5,12,0,12,0,12,0,12,0,12,0,11,5,11,0]'.

Pro vypocet indexu zptisobilosti je samoziejmé tieba urcit odhad

X=7= Zim Xi 12,0
n

stfedni hodnoty i a

~ (X —X)?

s =02 = iz S 0,5976
n—1
disperze o2.
Pro tyto vysledky méreni vychazi
18—12 12-10
Cpor = mi =1,19 > 1,00.
ph = T { 3.0,7731' 3 - 0,7731} ’ :

Proces vyroby je zpiisobily. Tuto pro zakaznika nevyhodnou strategii dodavatele index
zpusobilosti Cpy, neodhali.

11.2.1. PoZadavky na zpisobilost

Pozadavky na zptsobilost procesu se vétsinou vztahuji k hodnoté indexu zptisobilosti
Cyk, ktery charakterizuje redlnou zptsobilost procesu udrzovat sledovany znak jakosti v pre-
depsanych toleranc¢nich mezich. Minimalni hodnota indexu Cyy, pii které je proces povazovan
za zpusobily, se s rozvojem technologii zvysuje. V osmdesatych letech 20. stoleti se jesté vy-
skytoval pozadavek C,; > 1. V soucasnosti je proces povazovan za zpusobily v piipadé, kdyz
hodnota tohoto indexu presahuje hodnotu Cp, > 1,33.

Proc¢ praveé tato hodnota?
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Predstavuje totiz pozadavek, aby dosahovana stfedni hodnota sledovaného znaku jakosti
lezela ve vzdélenosti nejméné 40 od toleran¢nich mezi.
Mizeme se také setkat s pojmem sigma level a vztahem

o = min{—pu, p—}/o (58)
= 3C, (59)

Setkdme-li se pak s pozadavkem o > 6, hovofime o six sigma quality.
Tento ptisnéjsi pozadavek (C,r > 2) na zpusobilost procest zavedla firma Motorola.
Mizeme se setkat i s ipravami vztahil pro vypocet hodnot indexii.

Napr. firma Bosch uziva vztah

2 L — LSL
¢, = 02(USL ~ LSL)

6.0 (60)

11.2.2. Odhad podilu zmetki

Podil zmetkt ppm vyjadiuje vzhledem k milionu kust (Part per Million) Pro jednotlivé
hodnoty indexu C), se pak v tabulkach uvadi hodnoty ppm.
napiiklad
C,| 08 10 1213314
ppm\ 16400 2700 320 66 20
Jak tyto hodnoty mizeme urcit?
Pozadovanou hodnotou indexu zptisobilosti C,, je jiz stanoveno piipustné procento zmetki
NC (non conforming product).
Podil NC se urci takto:

pro symetrickou toleranci

NC =29(-3C,), (61)
pro nesymetrickou toleranci
NC = &(-3C,) + ¢(—3Cur) - (62)
kde @ je distribu¢ni funkce standardizovaného normalniho rozdéleni N (0, 1).
Jak k témto vztahim dojdeme?

Pravdépodobnost vyskytu neshodnych vyrobki lze pro pripad oboustrannych toleranc-
nich mezi vyjadrit vztahem

P=P(X <)+ P(X >)

Pro ptipad splnéni normality sledovaného znaku jakosti lze pravdépodobnost vyskytu ne-
shodnych vyrobki odhadnout pomoci vztahu

SERE

P =®(-3C,.) + 2(—3Cy)

Po upravé dostavame
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ktery mtizeme upravit na
P = ®(-3C,) + ©(3C,, — 6C))

Ve specialnim pripadé, kdy stfedni hodnota sledovaného znaku jakosti lezi prave ve stredu
tolerancniho pole a hodnoty indext Cy; a C), se rovnaji, lze pravdépodobnost vyskytu ne-
shodnych vyrobkt vyjadrit pomoci vztahu

P =20(-3Cy) =20(-3C,)
Napftiklad pro C, =1 je
NC =29(-3-1) =2(1 —®(3)) = 2(1 — 0,99865) = 0,0027 .

Tedy pii C, = 1 je pravdépodobnost vyskytu zmetkt 0,27% tj. 2700 PPM.
Pro C, = 0,8 je

NC =20(-3-0,8) = 2(1 — ®(2,4)) = 2(1 — 0,9918) = 0,0164 .

Tedy pii C, = 1 je pravdépodobnost vyskytu zmetkt 1,64% tj. 16 400 PPM.

3x104

pk

11.2.3. Nejednoznacnost indexi

Blizsi analyza uvedenych indext zptisobilosti ukazuje, Zze zadny z nich jednoznacné ne-
urcuje skutecné rozdéleni sledovaného znaku jakosti — jednim cislem nelze vyjadrit dva
parametry normalniho rozdéleni.

Nejvice je to patrné v pripadé indexu C),, ktery nezohlediiuje polohu sledovaného znaku
jakosti.

V pripadé dalsich uvedenych indexti je tato nejednoznacnost dana tim, ze jejich hodnoty
zaviseji jak na poloze, tak na variabilité sledovaného znaku jakosti.

V pripadé oboustranné tolerance se u téchto indexii navic projevuje dalsi nejednoznacnost
dana tim, ze z jejich hodnoty nelze urcit, ke které z toleranc¢nich mezi se proces vice priblizuje
nebo zda stfedni hodnota lezi nad anebo pod cilovou hodnotou.

V disledku téchto vlastnosti je na zédkladé samotnych hodnot jednotlivych indext zpiiso-
bilosti obtizné usuzovat, v jaké mire dosazenou turoven ovliviiuje variabilita a v jaké poloha
sledovaného znaku. Priklady této nejednoznacnosti budeme ilustrovat na prikladeé.
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A B C D E

[ 28 29 30 3l 32
o 05 0,75 10 0,75 05
Co 1,33 1,33 1,33 1,33 1,33
c, 2,67 1,78 1,33 1,78 2,67
CyL 1,33 1,33 1,33 2,22 4,00
o 4,00 2,22 1,33 1,33 1,33

Com (T'=30)| 0,65 1,07 1,33 1,07 0,65
Comi 0,32 0,80 1,33 0,80 0,32
ppm 33,05 33,05 66,10 33,05 33,05
Skutecnost, ze hodnota indexti zavisi jak na stfedni hodnoté tak variablité vedle k tomu,
7e procesy s rozdilnym rozdélenim mohou mit stejnou hodnotu nékterych indext.

2 28 30 £ 31 36

A B C D E

[ 29,13 29,34 30,00 30,66 30,87

o 05 075 10 0,75 05

Ch 2,00 148 1,33 148 2,09

C, 2,67 1,78 1,33 1,78 2,67

CyL 2,00 148 1,33 2,07 324

C 324 207 133 148 2,09

Com (T=30) 133 1,33 1,33 133 133

Com 1,04 1,11 1,33 1,11 1,04
ppm  |1,81-10% 4,50 66,10 4,50 1,81-102

Tento priklad potvrzuje nezbytnost pouzivani vhodnych kombinaci indexi a vyznam
grafického zobrazeni. Zejména pii sledovani trendti vyvoje zpusobilosti procesu je potfeba
mit na paméti, ze muze dochazet ke zménam chovani procesu, které se nemusi projevit ve
zméné sledovaného indexu zpisobilosti.
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11.2.4. Robustnost vyrobniho procesu

Vedle schopnosti procesu udrzet cilovou hodnotu, kdy je u = T je zadouci dostatecna
rezerva na konci Gaussovy kiivky a krajnimi body tolerance.

To je velmi vyznamné, nebot jakékoli zhorSeni vyrobniho procesu pii dostateéné rezerveé
nemusi vést ke zmetkovosti.

Uvedené vlastnost, kdy odchylka priméru od cilové hodnoty resp. zvétseni rozptylu ne-
zvysi podil zmetkt, se nazyva robustnost procesu.

Mira robustnosti procesu se popisuje vzorcem

R =3(Cp— 1), (63)

kde R je vzdalenost, o kterou by se musel posunout primeér p od cilové hodnoty 7', aby byl
proces nezpusobily.

Tato vzdalenost se vyjadiuje v nasobcich o.

Napft. pro C), = 1,33 je

USL — LSL

60
Délka toleran¢niho intervalu je tedy 8o.
Robustnost pii C, = 1,33 je R=3(1,33 —1) = 1.
Pro C, = 1,67 je

=133 — USL —-LSL =1,33- 60 ~ 80.

USL — LSL
60
Délka toleranc¢niho intervalu je tedy 10o.
Robustnost pii C, = 1,67 je R = 3(1,67 — 1) = 2.
ProC,=10je R=3(1,0—-1)=0.
To znamena, Ze sebemensi zhorseni vede ihned k nezpiisobilosti procesu.
R=3(Cpu—1), (64)

Vedle robustnosti jsou i dalsi dobré dtvody, pro¢ se pozaduje index zptisobilosti vétsi nez

= 1,67 — USL — LSL = 1,67 - 60 ~ 9,960.

Predpokladejme, Ze se automobil sklada z 1000 soucastek a kazda z nich je vyrabéna s
Cpr = 1. To znamenad, ze podil NC vyrobki, resp. pravdépodobnost, ze vyrobek bude mimo
toleranci, je pouze 0,0027.
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Avsak pravdépodobnost, ze alespon jeden z 1000 vyrobkt bude mimo toleranci je
1000
P=1- ( 0 )(L0027°(1-—(L0027)“m0::(x933

a tedy 93,3% pravdépodobnost, Ze alesporni jeden vyrobek bude zmetek.
Pii Cpr, = 1,33 dostédvame znacné nizsi pravdépodobnost

1000
P=1- ( 0 )(L0000660(1——(L000066)”m0::(L0638

11.2.5. Testovani Cy,,

Ze vztahti pro vypocet indext zptisobilosti vyplyva, ze k jejich vypoctu potiebujeme
teoretické charakteristiky (u, o), které jsou samoziejmé nedostupné. Stanovit lze pouze jejich
odhady, a tedy vypoctené indexy zptisobilosti predstavuji rovnéz pouze odhady. Ty se jako
proménné tidi uréitym zakonem pravdépodobnosti, maji urcitou stfedni hodnotu, disperzi,
koeficient asymetrie a Spicatosti.

7 toho vyplyva, ze s vypoc¢tenou hodnotou indexu zpiisobilosti nelze zachézet jako s
konstantou, ale jako s odhadem, pro ktery lze stanovit konfidenc¢ni interval.

Sitka konfiden¢niho intervalu zavisi na po¢tu méfeni.

Maji-li ndhodné proménné X;, ¢ = 1,..., k normalni rozdéleni pravdépodobnosti, pak
nahodna veli¢ina gﬂ ma rozdéleni pravdépodobnosti

1 p—T\" 9
-1 r_- .

kde X2, je necentrdlni rozdéleni chi-kvadrit s n stupni volnosti a parametrem A\ =
n(EL)”
Hodnoceni zptisobilosti v pfipadé nesplnéni normality dat
USL — LSL
0.99865 — T0.00135
. { Loy — LSL USL — o5 }
, = min ; .

b
Lo.5 — 20.00135 L0.99865 — L0.5

C, =

Cl

p

11.3. Metoda FMEA

Metoda FMEA (Failure Mode and Effect Analysis — Analyza zpisobt a disledkt poruch,
resp. Analyza moznosti vzniku vad a jejich nasledkii) predstavuje tymovou analyzu moznosti
vzniku vad u posuzovaného navrhu, ohodnoceni jejich rizika a navrh a realizaci opatfeni
vedoucich ke zlepSeni jakosti navrhu. M4 induktivni charakter a je jednou z metod planovani
a zlepsovani jakosti a diilezitou soucasti prezkoumavani navrhu. Uvadi se, ze tato metoda
odhali 70-90% moznych neshod.

Metoda FMEA byla vyvinuta v Sedesatych letech 20. stoleti v USA a byla pivodné
uréena pro analyzu spolehlivosti slozitych systémi v kosmickém vyzkumu (projekt Apollo)
a jaderné energetice. Brzy se zacala vyuzivat k prevenci vyskytu neshod v dalsich oblastech,
pricemz k nejvétsimu rozsiteni doslo zejména v automobilovém primyslu. Ford tuto metodu
zacal pouzivat v r. 1977, koncern Volswagen od r. 1984.
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Mezinarodni normy vénované této metodé rozlisuji dvé alternativy: metodu FMEA a
metodu FMECA (analyza zpisobt, disledkii a kriti¢nsoti poruch) V pojeti norem metoda
FMEA nezahrnuje hodnoceni rizika moznych zptisobii poruch (vad vyvolanych uréitou piici-
nou).

U metody FMECA je doplnéno hodnoceni kriti¢nosti dasledkt poruch a pravdépodob-
nosti zptisobtt poruch a celkova kriticnost se na zakladé téchto dvou kriterii vyhodnocuje v
tzv. grafu kriti¢nosti.

V metodikach automobilového primyslu se vsak standardné pouziva oznaceni FMEA a
pritom tyto postupy obsahuji hodnoceni rizika.

Pro aplikaci metody FMEA hovoii fada argumentt

e predstavuje systémovy pristup k prevenci nejasnosti,

e snizuje ztraty vyvolané nizkou jakosti vyrobkii,

e zkracuje dobu TeSeni vyvojovych praci,

e optimalizuje navrh a vede ke sniZeni poctu zmén ve fazi realizace (umoziiuje délat
véci spravné napoprvé),

e umoznuje ohodnotit riziko moznyh vad a na jeho zakladé stanovit priority opatfent,
vedoucich ke zlepsSeni jakosti navrhu,

e podporuje ucelné vyuzivani zdroji,

vytvari velice cennou informac¢ni databazi o vyrobku, vyuzitelnou pro podobné vy-

robky,

poskytuje podklady pro zpracovani nebo zlepseni planu jakosti,

je dilezitou soucasti kontrolniho systému v oblasti tvorby navrhu,

zlepsuje image a konkurenceschopnost organizace,

pomahé zvysit spokojenost zakaznika,

naklady vynalozené na jeji provedeni jsou jen zlomkem néakladi, které by mohli

vzniknout pri vyskytu vad.

Pouzivani metody FMEA je doporucovano normami souboru ISO 9000:2000.

FMEA je metodou, kterou je nutno aplikovat v tymu, nebot jeji vyhodou je pravé vy-
uziti znalosti a zkusSenosti celé fady odborniki. V tymu by méli byt zastoupeni pracovnici
vyvoje, konstrukce, technologie, vyroby, zkuseben, ttvaru Tizeni jakosti, servisu, zastupci
ekonomického utvaru a zasobovani. Zakaznika obvykle zastupuji pracovnici marketingu.

11.4. Faze metody FMEA

Analyza FMEA néavrhu vyrobku nebo procesu probiha v téchto fazich:

a) analyza a hodnoceni soucasného stavu

b) névrh opatfeni

¢) hodnoceni stavu po realizaci opatieni

Priabéh analyzy FMEA se zaznamenava do formulaire FMEA.

Vyplnény formulaf by nemél byt pouhym zéznamem o jakosti, ale zivym dokumentem
dokladajicim soustavnou péci o zlepSovani jakosti produkce. Soucasti formulaie je podrobna
hlavicka, v niz jsou specifikovany zakladni idaje o analyzovaném navrhu, odpovédnych pra-
covnicich a ¢asu provedeni.

11.4.1. FMEA - analyza a hodnoceni soucasného stavu

Hodnoceni vyznamu vady
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nasledek vyznam vady hodnoceni

nebezpecny - bez|vada bez vystrahy ovliviiuje bezpecnost vyrobku 10

vystrahy nebo dodrzovani zakonnych pozadavki

nebezpecény - s vy-|vada ovliviiuje bezpecnost vyrobku nebo dodrzo- 9

strahou vani zakonnych pozadavki s vystrahou

velmi vazny nefunkéni vyrobek se ztratou hlavni funkce 8

vazny funkéni vyrobek se snizenou vykonnosti, zakaznik 7
nespokojen

stfedni funkéni vyrobek s nefunkéni ¢asti zajistujici po- 6
hodli, zdkaznik pocituje nepohodli

nizky funkéni vyrobek ale ¢asti zajistujici pohodli pracuji )
na nizsi arovni, zakaznik pocituje uréitou nespoko-
jenost

velmi nizky ozdobné nebo tlumici prvky neodpovidaji, vadu 4
zaznamena vétsina zakaznikl

maly ozdobné nebo tlumici prvky neodpovidaji, vadu 3
zaznamena prumérny zakaznik

velmi maly ozdobné nebo tlumici prvky neodpovidaji, vadu 2
zaznamena narocny zakaznik

zadny zadny nasledek 1

Hodnoceni oc¢ekavaného vyskytu vady

pravdépodobnost mozny vyskyt vad hodnoceni
velmi vysokd — vada je|> 1 ze 2 10
témér nevyhnutelna
>12ze3 9
vysokad — opakované vady |1z 8 8
1220 7
stfedni — obcasné vady 1z 80 6
1 z 400 5
1 z 2000 4
nizkéd — malo vad > 1 z 15000 3
1 z 15000 2
vzdalena — vada je neprav-|< 1z 1 500 000 1
dépodobna
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Hodnoceni odhalitelnosti vady

odhalitelnost

absolutné nemozna
velmi vzdalena
vzdalena

velmi mala

malé

prumérna

mirné nadpramérna
vysoka

velmi vysoka

témer jista

RIZIKOVE CISLO = VYZNAM x VYSKYT x ODHALITELNOST

pravdépodobnost odhaleni pfi posu-|hodnoceni

zovani navrhu vyrobku
posuzovani navrhu neodhali
velmi vzdalend moznost
vzdalena moznost

velmi mald moznost

mald moznost

prumérna moznost

mirné nadprimérna moznost
vysoka moznost

velmi vysoka moznost
témer jisté odhaleni

Hodnoceni oc¢ekavaného vyskytu vady

vyznam vyskyt odhalitelnost|charakteristika

1 1
1 1
10 1
10 1
1 10
1 10
10 10
10 10

1
10
1
10
1

10

ide4lni
bezpecné tizeny proces
vada se nedostane k zakaznikovi

drahé

kaznikovi
casta vada velkého vyznamu
tady neni nic v poradku

vada se mize dostat k zakaznikovi
castd vada, snadno odhalitelna, ale

© 00 O Ui W N+

—_
S

casta vada, ktera se mtze dostat k za-

opatieni
NE
NE
NE
ANO
ANO

ANO

ANO
ANO
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Shlukova analyza
12.1. Uvod

Z hlediska analyzy dat je vstupem pro shlukovani datova matice, vystupem je identifikace
shluk, které mohou byt réiznych typt. Pti shlukové analyze se zkouméa podobnost objektii,
k ¢emuz slouzi miry podobnosti. K dalsim problémiim, které se ve shlukové analyze Tesi,
patii kritéria shlukovani, stanoveni poc¢tu shlukt a interpretace vysledki.

Zakladem vicerozmérné statistické analyzy jsou m-rozmérnéd pozorovani objektu (statis-
tickych jednotek, datovych jednotek). Pocet téchto jednotek je obvykle oznacovan n (rozsah
vybéru). Objekty mohou byt rostliny ¢ Zivocichové, automobily, hospodéiské ukazatele,
slova ve vété.

Prvky vektoru pozorovani jsou hodnoty statistickych znak® neboli proménnych.

Cilem disjunktniho slukovani je vytvofit skupiny (shluky) objektt tak, aby objekt ve
shluku byl co nejvice podobny objektim ve stejném shluku a co nejméné podobny objekttim
v jinych shlucich. Dulezité tedy je zvolit zptisob, jakym bude zjisfovana podobnost objekt.

Miry podobnosti v idealnim piipadé nabyvaji hodnot od nuly pro maximéalni rozdilnost
po jednicku pro totoznost (existuji ale i miry s jinymi vlastnostmi).

Metody shlukové analyzy jsou obvykle zaloZzeny na mirach nepodobnosti, pripadné vzda-
lenosti.

Dvojice bodt je obvykle charakterizovana jejich vzdalenosti, kterou mutze predstavovat
napt. délka tisecky spojujici tyto body. Cim je vzdalenost mensi, tim jsou si body podobné&jsi.
Kazdou miru podobnosti lze pfevést na miru nepodobnosti a naopak D =1 —S.

Mér podobnosti existuje velké mnozstvi — zakladnim hlediskem pro volbu by mél byt
typ proménnych.

Vlastni shlukova analyza vychéazi z matice vzdalenosti. Jeji prvky jsou hodnoty vzdale-
nosti (podle zvolené miry vzdalenosti) vypoétené pro vSechny mozné dvojice objekti.

Kromé objektt 1ze ale také shlukovat proménné.

12.1.1. Vstupni data

Budeme uvazovat, ze vstupni datovd matice X je rozméru n x m. Radky pfedstavuji
vektory idajti o jednotlivych objektech a sloupce odpovidaji jednotlivym proménnym. Prvky
se oznacuji x;;.

Jinym typem vstupni datové matice, na jejimz zakladé se provadi shlukovani, je dvouroz-
mérné tabulka sdruzenych ¢etnosti (kontingenéni tabulka) pro dvé kategorialni proménné.
V tomto pripadé je rozmeér vstupni matice r X ¢, kde r je pocet kategorii radkové proménné
a c je pocet kategorii sloupcové proménné. Prvky se oznacuji n;;.

Zobrazuje-li tabulka v Fadcich ¢tyfi kategorie (1.paluba, 2.paluba, 3.paluba, posiddka) a
ve sloupcich tdaje o nalodéni na Titanic — je jeji rozmér 4x (pocet pristavii).

Pti shlukové analyze je tfeba vyjit z matice vzdalenosti, jejimiz prvky jsou hodnoty
charakterizujici vztahy mezi vSemi dvojicemi objekti, resp. proménnych ¢i kategorii. Tato
matice miize byt dana p¥imo k dispozici — napfiiklad jsou dany vzdalenosti mezi mésty nebo
rozdily mezi cenou palubniho listku. Nebo tato matice je vypocitana na zakladé vstupni
matice. Podle toho, zda shlukujeme objekty, proménné ¢i kategorie, ma matice vzdalenosti
néktery z rozméri n X n, m X m, r X r nebo ¢ X c.

112
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12.2. RozliSeni proménnych

Pti analyze statistickych dat se vyskytuji proménné rtiznych typt. Jelikoz v dalsi ¢asti
zavedeme pro rizné typy proménnych rizné miry podobnosti, uvedeme nejprve pirehled
riznych typt proménnych.

Podle typu skaly méteni rozliSujeme proménné

e nominalni, u kterych mizeme urcit, zda jsou rizné, nemiizeme vsak stanovit jejich
poradi (typ absolvované stfedni Skoly, druh vyrobku)

e ordindlni (potfadové), u jejichz hodnot muZzeme stanovit poradi, nemuzeme vsSak
urcit o kolik je jedna hodnota vétsi ¢i mensi nez druhd (aroven znalosti, dilezitost
néjakého faktoru, stupeni souhlasu s uréitym vyrokem)

e kvantitativni (metrické, numerické)

— intervalové, u kterych mtizeme urcit o kolik je jedna hodnota vétsi nez druha a
které mohou nabyt hodnoty 0 (pocet déti, mési¢ni vydaje na ur¢ity typ zbozi)

— pomérové, u kterych mtizeme urcit, o kolik i kolikrat je jedna hodnota vétsi nez
druhd a které nabyvaji pouze kladnych hodnot (pocet clentt domécnosti, vék
respondenta, cena vyrobku)

Zvlastnim typem je proménné dichotomickad (alternativni), kterd nabyva pouze dvou
hodnot. Ptikladem miize byt dvojice hodnot kurdk — nekurak, ekonomicky aktivni — eko-
nomicky neaktivni.

e dichotomické proménné délime na
— symetrické, kdy obé kategorie maji stejnou diilezitost
Dichotomicka proménna byva nékdy uvadéna vedle vyse uvedenych typt, néktefi autori
fadi dichotomické symetrické proménné k nominélni skale a asymetrické ke skéale ordinalni.
U téchto proménnych se pii vypoctech uvazuje, Ze jde o proménné binarni, které nabyvaji
hodnot 0 a 1.
Kvantitativni proménné miizeme délit na

e diskrétni, které nabyvaji pouze celoc¢iselnych hodnot
e spojité (metrické), které mohou nabyvat libovolnych hodnot z urcitého intervalu
(vék respondenta, cena vyrobku)

Nominéalni, ordinalni a kvantitativni diskrétni proménné s malym poctem variant hodnot
miizeme souhrnné oznacit jako kategoridlni (varianty hodnot téchto proménnych nazyvame
kategoriemi).

12.3. Transformace proménnych

Pfi analyze dat je vhodné pouzit transformaci do standardizované skaly.
Zname-li odhad stfedni hodnoty * a sm2rodatné odchylky s,, mizeme tyto vysledky
transformovat do $kaly se stiedni hodnotou EY = a a s rozptylem varY = b? takto

X -7

Y=a+0
Sx
Uvedena transformace umoznuje 1épe srovnavat vysledky/hodnoty rtiznych proménnych,
které nabyvaji riznych hodnot.
Napf. tato transformace prevede X € {0,1,2,...,n} na standardizovanou veli¢inu Y €

(Yo =a —bT /55301 = yo + bn/sy).
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Standardizovand gkdla Y = =% resp. Y = £=Z odvozend z proménné X méiené na
o ) s

spojité (metrické) je pro interpretace nevyhodnd z nékolika divod

a) priblizné polovina hodnot je zaporna
b) vétsinou to nejsou celd ¢isla
c) s, je Gasto vzhledem k 7 velké

Tyto divody vedou k volbé riznych transformaci (tak aby Y mélo uréitou stfedni hod-
notu a rozptyl) s riznymi druhy stupnic

(1) normalizovana s EY =0, DY =1

(2) T (W.C. Mc Call) s EY = 50, DY = 100

(3) C (J.P. Guilford) s EY =5, DY =4

(4) stanine (J.P. Guilford) s EY = 50, DY = 3.84

(5) sten (A.A. Canfield) s FY = 5.5, DY =4

(6) profile (Graduate Record Examinations) s EY = 500, DY = 1002

12.4. Miry podobnosti a miry vzdalenosti

Pro zjistovani podobnosti objektti jsou pouzivany tzv. miry podobnosti a také miry ne-
podobnosti.

Pro objekty x; a x; budeme podobnost zapisovat S(x;,x;) a zkracené S;;. Plati, ze
Si; = Sji. Vétsinou tyto miry nabyvaji hodnot z intervalu (0, 1). Pak plati, ze S;; = 1.

Miru nepodobnosti oznacujeme D(x;,%;) a zkracené D;;. Plati, ze D;; < 0, D;; = 0,

12.4.1. Miry vzdalenosti

V pripadé kvantitativnich dat se pro vyjadieni vztahu dvou objektt pouzivaji miry vzda-
lenosti, které jsou zalozeny na prezentaci objektii v prostoru, jehoz soutadnice predstavuji
jednotlivé proménné. Je-li splnéna trojihelnikovéd nerovnost, tj. D;; + Dji > Djy, i, 7,k =
1,...,n, pak hovofime o metrice.

K nejznaméjsim typiam vzdalenosti patii euklidovska Dy, vazena euklidovskd Dgy s va-
hami w; pro kazdou i-tou proménnou, ¢tvercovd Dpgg, manhattanska (pro binarni data
Hammingova vzdalenost) Dp, CebySevova D¢, Minkovského Dy, a Lanceyova-Williamsova
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(Canberra) Dy .

Di(xi, %) = | > _(@ir — 25)% = [[xi — ;] (66)
=1

Dpw(x;,x;) = Wi (i — k)2, (67)
=1

Dps(x;,x;) = (i — x5)%, (68)
=1

Dp(x;,%x;) = |zi ) — xjk] =[x — %51, (69)
=1

De(x4,%5) = ml?X(|$i,k —Tjk), (70)

D (x4,%5) = ¢ Ti — k|7, (71)
(&

|1'z Zj, k‘
Dpw(xi,x;) = Zk 1 Ja;, :\+Iw ] PO ikl + sl 70, (72)
pro |z k| + |2k =0

Jako vadhu w; lze pouzit prevracenou hodnotu smérodatné odchylky i-té proménné si

nebo prevracenou hodnotu variac¢niho rozpéti ¢-té proménné %
1
12.4.2. Miry podobnosti

K nejznaméjsim typtim patii kosinova mira Sk, Jacardiv koeficient S;, Dicetiv koeficient
Sp a Czekanowského koeficient S¢ .

Zk 1 LikTjk

Sk(xi,%x;) = (73)
\/Zk 1xzk2kz 1 ]k
D b1 Tik Tk
Sy(xi,%x;) = (74)
’ > ke 1xzk2k1 7k =D k1 TikTik
2 Z _1 L kik
S . i — k=1 ) s 75
o %;) > ket x?k + D ket a:?k ’ (%)
25" min{z,, x;
o, x)) = Lok e i) (76)
> ket (T + )
(77)

12.4.3. Priklad

Méjme t¥i objekty charakterizované dvéma proménnymi. Prislusné vektory jsou x; =
(1,1), xo = (3,3) a x3 = (1,3)". Urcete jejich vzdalenosti a koeficienty.
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mira X1 — X X9 — X3
¢tverc. eukl. mira Dgg 8 4
manhatt. mira Dpg 4 2
eukl. mira Dg 2,8 2
Cebysev. vzd. D¢ 2 2
Lanceyova-Williamsova Dy, 1 0,5
Jaccarduv koef. (1 —Sy) 0,57 0,25
Czekanowského koef. (1 — S¢) 0,5 0,2
Dicetv koef. (1 — Sp) 0,4 0,14
kosinova mira (1 — Sk) 0 0,11

12.5. Algoritmus hierarchického shlukovani

Necht je ddna mnozina objektt zi,...x, a predpoklddejme, Ze kazdy objekt z X je
popsan m kvantitativnimi znaky tak, Ze si je miizeme predstavit jako k-rozmérné vektory:
x; = (Ti1, ..., Tim), kde x;; € M; a M; jsou pro uvazovana j = 1,2, ..., k ¢iselné mnoziny.

Vyjdeme z toho, Ze kazdy objekt mnoZiny X tvofi elementérni shluk S; = {z;}, i =
1,...,n reprezentovany k-tici odpovidajici prislusnému z;. A tak mame na zacatku n-
prvkovou mnozinu S shlukt

S = {Sl,SQ, .. .,Sn}.
Ozna¢me nyni divergenci d mezi i-tym a j-tym shlukem jako d;;
dij - d(SZ, Sj), Si, Sj S S

a hledejme mezi vSemi hodnotami d;;,7 # j hodnotu nejmensi.

Pak utvorme jediny novy shluk z téch 57, ST € S pro které je pravé uvedené d;; nejmensi.
Je-li takovych dvoji vic, vybereme jednu z nlch. Tento novy shluk budeme reprezentovat
napriklad m-tici aritmetickych primért odpovidajicich souradnic reprezentant® vybranych
shlukd S}, S7.

Novy shluk zaradime mezi shluky z S, kdyz jsme predtim z této mnoziny odstranili shluky
S, S7. Dostaneme tak novou, (n — 1) prvkovou mnozinu shluki.

Proces lze vyjadrit stromovym grafem. Napiiklad po tfetim kroku mohou ztistat shluky
SW = {ZEl, Ta, ZL‘3,ZE4}, 54 = {174}, SG = {Zl‘ﬁ}, 87 = {177}

Proces mtizeme zastavit po urc¢itém poctu p krokt a sledovat interpretovatelnost vytvore-
nych shlukt. Takto jsme popsali tzv. hierarchické shlukovani.

Vysledek procedury zavisi na volbé vztahu pro divergenci d.

Casto se voli nap¥. euklidovska metrika. Ta, ale i ostatni divergence, predpoklad4 jis-
tou homogenitu m uvazovanych proménnych — proto je ticelné jesté pred procedurou jesté
proménné vhodné transformovat (napf. standardizaci).

12.5.1. Priklad

Uvazujme data z tffhodnotové stupnice M = {0;0,5;1}: x; = (0;0,5;0,5), 2 = (0,5;0,5; 0,5)
w3 = (0:0,5;0,5) 24 = (0;0,5,0,5) x5 = (0;0,5:0,5) 26 = (0;0,5;0,5) z7 = (0;0,5;0,5) a di-

vergenci ve tvaru

m
$z7$] E Tik — :Bjk’
k=1
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Matice divergenci (je symetrickd) ma pak tvar

0; 0,25; 0,25; 0,25; 0,25; 1,25; 0,75;

0; 0,50; 0,50; 0,50; 0,50; 0,50;
0; 1,00; 0,50; 1,50; 0,50;

D= 0; 0,50; 1,50; 1,50;
0; 1,00; 1,50

0; 1,50

0

Budeme volit ze ¢tyf moznosti v prvnim fadku matice D a klademe S| = {1,232} a
charakteristikou tohoto shluku bude aritmeticky primér soutadnic vektord x; a xo, ktery je
(0,25;0,50; 0,50).

Po tomto kroku se zméni dimenze a prvni dva fadky matice divergenci, dostaneme tak
matici divergenci mezi shluky prvniho fadu

0; 0,31; 0,31; 0,31; 0,81; 0,56

0; 1,00; 0,50; 1,50; 0,50;
0; 0,50; 1,50; 0,50;

1 _
D= 0; 1,00; 1,50;
0; 1,50
0

V prvnim fadku matice D! zvolime hodnotu 0,31 jako nejmensi divergenci mezi S’ a
{ws}.
Volime tedy novy shluk S} = {z, 25, 23} a charakteristikou tohoto shluku bude aritme-
ticky priumér soufadnic vektoru z, x5 a x3, ktery je (0,17;0,67;0,50).
Opét se prepocte matice divergenci, dostaneme tak matici divergenci mezi shluky druhého
radu
0; 0,48 0,31; 0,97; 0,47
0; 0,50; 1,50; 1,50;

D* = 0; 1,00; 1,50
0; 1,50
0
Nejmensi prvek matice divergenci mé hodnotu 0,31 a lezi ve tfetim sloupci — a to

znamena, Ze do shluku Sy zatadime shluk {z5} a dostaneme novy shluk S}" = {z1, x5, x3, x5}
s charakteristikou (0,13;0,63;0,38).
V iterac¢nim procesu dale pokracujeme a dostavame
0: 0,43: 0,92: 0,66

3 0; 1,50; 1,50;
D7 = 0; 1,50
0

Nejmensi prvek matice divergenci ma hodnotu 0,43 a lezi ve druhém sloupci — a to zna-
mend, ze do shluku S} zafadime shluk {z,} a dostaneme novy shluk SV = {xy, xo, 23, x4, x5}
s charakteristikou (0,10;0,50; 0,40).
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Matice divergenci ma tvar

0; 0,97; 0,77;
Dt = 0; 1,50
0

Do shluku S7” zafadime shluk {27} a dostaneme novy shluk 355) = {21, 29, 3, T4, T5, T7}
s charakteristikou (0,17;0,58;0,50).

—

g

12.6. Algoritmus nehierarchického shlukovani (ploché, flat)

Nehierarchickou shlukovaci proceduru dostaneme, pokud zvolime jistou mnozinu V' vzo-
rovacich objektd V' = {vy,ve,...,0v,}, kde v; = (vi,...,vim), vij € M;, i = 1,...,¢,
j=1,...,m — a kazdy objekt x; € X zafadime do shluku, ktery je reprezentovan nék-
terym vzorovacim objektem v; € V' s co nejmensi divergenci d;; = d(z;, z;).

Volime-li € > 0, pak za pfedpokladu, ze d(v;,v;) > e proi # j, i, =1,2,...,c do j-tOho
shluku zaradime vSechny objekty x; € X pro které je d(z;,v;) nejmensi a jesté d(xz;,v;) < e
— je-li takovych moznych vzorovacich objekti vice, volime jeden z moznych shluki

T; € Sj <~ d(l‘i,vj) = min(d(xi,vk),e).
v EV

Pak je ale mozné, Ze nékteré prvky z € X nebudou nikam zafazeny. Pak je tfeba bud
upravit vzorovaci mnozinu V' nebo zvétsit hodnotu kritéria € tak, aby kazdy prvek byl pravé
v jednom shluku.

Nedostatkem nehierarchického shlukovani je nékdy dosti subjektivni apriorni volba vzo-
rovacich objektti — proto je dilezita volba hodnoty e.

12.6.1. Priklad

Uvazujme data z predchoziho prikladu k nehierarchickému shlukovani a vytvorme mnozinu
vzorovacich objektt V' = {wvy, v, v3}, kde v; = (0;0;0), v = (0,5;0,5;0,5), v3 = (1;1;1). a
zvolme shodnou divergenci a zvolme hodnotu € = 0,5.

Uréime d(vy, v2) = d(v2,v3) = 0,75, d(vy,v3) = 3.

Dale urcime divergence mezi nasimi 7 objekty a 3 vzorovacimi objekty, viz tabulka.

x |d(z,vy) d(x,vy) d(x,v3) shluk
x1| 0,50 0,25 1,50 2

25| 0,75 0,00 0,75 2
3 1,25 050 1,25 -
4| 0,25 050 2,25 1
5| 025 050 225 1

re| 1,25 0,50 1,25 -
x7l 2,25 0,50 0,25 3

Prvky x5 a x4 nejsou zafazeny do zadného ze t¥ moznjch shlukt, protoze jejich divergence
se vzorovymi shluky jsou jen rovny zvolenému £ — nejsou mensi.
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Mizeme tedy bud zvétsit € napi. o 0,1 a pak budou prvky z3 a x¢ zafazeny do 3 shluku;
nebo vytvofime novy vzorovy shluk, napt. vy = (1;0,5; 1).

7 tabulky také mizeme odhadnout miru ,nalezitosti“ objektu x € X k urc¢itému shluku.
Objekt = bude patfit k urc¢itému shluku tim lépe, ¢im blize bude ve smyslu zavedeni diver-
gence k jeho vzorovacimu objektu.

Za miru nalezitosti objektu z € X k j-tému shluku muzeme tedy povazovat

d(ZEi, Uj)

) =1 — e
(i J) max, d(x;, vp)

Hodnoty miry nalezitosti pro nasi ulohu uvedeme v tabulce
x |p(x,v1) pwlx,vy) plx,vs) shluk
71| 0,67 083 0,00 2
zs| 0,00 1,00 0,00
23| 0,00 0,60 0,00
x4 089 0,78 0,00
zs| 0,89 0,78 0,00
z6| 0,00 0,60 0,00
z7| 0,00 078 089 3
Je vidét, Ze napf. objekty x4 a x5 zarfazené do 1. shluku moji pomérné vysokou miru
nalezitosti k 2. shluku. I zde mtizeme stanovit hranici pro zarazeni néjakého objektu do
urc¢itého shluku (mira nalezitosti 0.60 a nizsi).
Uréenim fi(x;,v;) jsme zafazeni objektu do ur¢itého shluku ,ocenili“. To ma velky vy-
znam pro uvahy o vhodnosti vzorovacich objekti a pro interpretacni tivahy.

| = = | N

Mira néalezitosti nas pfivadi k moznosti realizovat shlukovani prekryvajici se — kdyz
dosud jsme uvazovali shlukovani disjunktni.
Mira
d(z;,v; , .
w(zs, 7) :1—MZ:1,...,H;¢] =1,...,c

max,, d(z;, vp)
je vztazena k urcitému objektu nezavisle na zbyvajicich — a je tedy mezi objekty neporov-
natelna. Tuto nepfijemnou vlastnost zménime ucenim miry nasledujicicm vztahem

d(iCi, Uj)

max,. , d(x,, vt)

p(rs,j) =1~

Hodnoty této nové miry uvedeme v nasledujici tabulce.

Ma-li byt kazdy objekt x; zarazen préavé do jednoho shluku, je nékdy jesté uzitecné
pozadovat normovani vSech hodnot po tadcich tak, aby pro kazdé uvazované z platilo
Zj (i, j) = 1.

V tabulce takto normované hodnoty miry uvedeme v zavorce.

x| wlx,v) | plz,ve) | wp(x,vs) |shluk
110,78 (0,39)0,89 (0,45)[0,33 (0,16)] 2
(0,67 (0,29)[1,00 (0,43)0,67 (0,29)| 2
750,44 (0,26)[0,78 (0,47)|0,44 (0,26)| 1
410,89 (0,53)[0,78 (0,47)|0,00 (0,00)| 1
25/0,89 (0,53)[0,78 (0,47)(0,00 (0,00)| 1
610,44 (0,26)[0,78 (0,47)|0,44 (0,26) 2
710,00 (0,00)[0,78 (0,47)|0,89 (0,53)| 3

Dalsim predmétem zkouméni je hledani optiméalnich vzorovacich shlukii zcela z experi-
mentalnich vah. Tato tloha vede na minimalizaci cenového funkcionalu a tomuto postupu
v nehierarchické analyze se pro jeho slozitost nebudeme vénovat.
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12.7. Velké datové soubory

Zakladnim problémem velkych soubort dat je, ze analyza vychézejici z matice vzdalenosti
vypoctenych pro vSechny dvojice objektl je velmi narocna a to vypocetné a z hlediska
pamétovych narokt na uloZeni matice.

Uvadi se, ze shlukovaci algoritmy zalozené na mirach vzdalenosti funguji efektivné do 16
promeénnych.

Jednim z pFistupt k feSeni tohoto problému je snizeni rozméru tlohy (redukce dimenze)
na zakladé analyzy hlavnich komponent, kdy jsou linedrni kombinaci ptivodnich proménnych
vytvofeny nové (pomocné) proménné.

Metodé hlavnich komponent se budeme vénovat v dalsi kapitole.
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Metoda hlavnich komponent
13.1. Uvod

Cilem analyzy hlavnich komponent je sniZeni rozméru tlohy (redukce dimenze), kdyz
jsou linedrni kombinaci ptivodnich proménnych vytvofeny nové (pomocné) proménné.

V naSem pripadé jde o to, jak vytvorit z X, Xs, ... X, néjaky mensi pocet novych na-
hodnych veli¢in, které by byly v néjakém smyslu co nejlepsi nahradou celého vektoru X. Pri
konstrukci téchto novych veli¢in se omezime na linearni kombinace slozek vektoru X.

Necht X = (X7, X5, ... X,,)" je ndhodny vektor s varianéni matici V. Pfedpokladejme, Ze
tato matice mé pravé r, kladnych vlastnich ¢isel (r < n) a Ze tato ¢isla jsou vzajemné ruzné.

Hledejme takovy vektor c¢ spliiujici podminku c¢’c = 1, aby ndhodné veli¢ina ¢’X méla
co nejvétsi rozptyl. Protoze Var(c¢’X) = ¢V, jde o maximalizaci vyrazu ¢'Vc za podminky
cc=1.

Ze statistického hlediska jde o nalezené takové linearni kombinace ¢’X, kterd vycerpava
co nejvetsi ¢ast variability vektoru X.

13.1.1. Pomocnd tvrzeni

Necht A, ,, je symetrickd pozitivné semidefinitni matice s charakteristickymi ¢isly A; >
Ay > -+ > \,. Polozme A = diag{\, A2, ..., \,}. Pak existuje matice U,,, tak, ze plati

A =UAU', 1=U0UU (78)
Oznacme k-ty sloupec matice U symbolem x;, coz je charakteristicky vektor matice A,
ktery prislusi ¢islu Ag. Ze vztahu I = UU’ vyplyva, Ze vektory xi, X, ..., X} jsou ortonor-

malni.
Pak lze vzorec 76 napsat ve tvaru

A =\xix] + XX, T=xx) 4+ +x,%),. (79)

Véta 13.1 Pro kazdy vektor x € R,, spliujici podminku x’x = 1 plati nerovnost
X' Ax < )\ (80)

Je-li x = x4, pak plati rovnost.

13.1.2. Priklad

Najdeme hlavni komponenty na zakladé udajt o délce, Sifce a vySce krunyie urcitého
druhu Zelv. Ze souboru 24 exemplari byla spoc¢tena kovarianéni matice

/451,39 271,17 168,70
S = | 271,17 171,73 103,29
168,70 103,29 66,65

Nejprve najdeme charakteristicka cisla vyreSenim soustavy

451,30 — X 271,17 168,70
271,17 171,73 — X 10329 | =0
168,70 103,29 66,65 — A

121



122 J. Marek: Statistické zpracovani dat

a dostaneme
A1 = 680,40, Ay = 6,50, A3 = 2,86.
Dosadime-li postupné hodnoty \; do soustavy
(E=\) =0,
obdrzime
1; = (0,8126,0,4955, 0,3068)’,
1, = (—0,5454,0,8321,0,1006)’,
13 = (—0,2054, —0,2491,0,9465)".
Hlavni komponenty pak jsou
Y; =0,81X; + 0,50X5 + 0,31.X3,
Yo = —0,54X; + 0,83X5 + 0,10X3,
Y, = —0,21X; — 0,25X, 4 0,95X5.
Symbol X7, X5, X3 oznacuje odchylky délky, sitky a vysky krunyte od pfislusnych primeért.
Plati X = YL'.
Kovarian¢ni matice Xy hlavnich komponent ma tvar

AM00...0
Sy — 0 X0... 0
0 00... A,

Vypocet relativni ¢asti celkového rozptylu souvisejiciho s jednou, dvéma ¢i tfemi hlavnimi
komponentami provedeme dle vztahu

g(m) = Dt U%/j - 21 A
Z?:l 0-}2/] Z?:l >\.7

Vypoctem dostavame

A
)= — 21— 09864,
a(1) M+ Ay + g
A1+ Ao
9) = LT _ () 9958,
1(2) M+ Mo+ As
A4 Ay + A
gy M TA2TA g
a(3) M+ Mo+ As

Lze ucinit zavér, ze veskerd informace o specifikaci rozméri krunyfe daného druhu zZelv
je obsazena v prvni hlavni komponenté. Tu lze pak pouzit pii klasifikaci zkoumanych exem-
plai.
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